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HAUPTAUFSÄTZE 


Potentialströmungen durch rotierende Kreiselräder. 
Von E. SÖRENSEN in Karlsruhe/B. 


ie Methoden der konformen Abbildung sind bisher nur wenig zur Darstellung von 

Potentialströmungen bei Rotation fester Körper verwandt worden. Der Hauptgrund 

dafür liegt wohl in der Schwierigkeit, daß die Randbedingungen bei der Abbildung 
in diesem Falle nicht erhalten bleiben. Alle Bewegungen fester Körper in der Flüssigkeit 
führen im Sinne der Potentialtheorie zu Randwertproblemen zweiter Art, weil auf gewissen 
Rändern eines Bereiches nicht das Potential sondern seine Ableitung nach der Normalen 
gegeben ist. Man hat sich bei Abbildungen, die sich auf reine Translation bezogen, so 
geholfen, daß man von der Absolut- zur Relativströmung übergegangen ist und dadurch 
das Randwertproblem zweiter Art in eines erster Art verwandelt hat. Das Verfahren läßt 
sich aber bei den Rotationsbewegungen nicht anwenden, weil die Relativbewegung nicht 
mehr wirbelfrei ist. Die Behandlung von Rotationsbewegungen ist aber sehr wichtig, weil 
sie die unerläßliche Bedingung für die Untersuchung der Verhältnisse in Laufrädern von 
Kreiselmaschinen ist. Es liegen bereits einige erfolgreiche Versuche zur Behandlung von 
Rotationsbewegungen vor. Kucharski hat 1918 die Rotation des radialen Schaufelsterns 
mit Schaufeln, die bis in die Achse gehen, untersucht. (Strömungen einer reibungsfreien 
"lüssigkeit, Oldenbourg 1918). Er hat dabei, ohne die konforme Abbildung zu benutzen, 
die Relativströmung untersucht und zahlenmäßig durchgerechnet mit Hilfe eines Näherungs- 
verfahrens. Spannhake hat dann 1925 seiner Untersuchung die Absolutströmung zugrunde 
selegt und den radialen Schaufelstern mit beliebigem Ein- und Austrittsradius mathematisch 
exakt mit Hilfe der konformen Abbildung gerechnet und die Möglichkeit zur Nachrechnung 
von beliebigen Schaufelformen angegeben. (Festschrift zur Jahrhundertfeier der T. H. 
Karlsruhe 1925; Hydraulische Probleme VDI-Verlag 1925; diese Zeitschr. 1925 Heft 6). 
Beide Autoren behandeln die sogenannte zweidimensionale Strömung, die auch in der vor- 
liegenden Arbeit zugrunde gelegt werden soll. 


') Als Dissertation zur Erlangung der Würde eines Doktor-Ingenieurs der Technischen Hoch- 


schule Fridericiana zu Karlsruhe/B. vorgelegt. Referent: Prof. W. Spannhake, Korreferent: Prof. 
Dr. ©. Boehm. 


| 
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1. Das komplexe Potential für die Rotation. Durch die Rotation einer beliebigen 
Schaufel in einer komplexen w-Ebene entsteht eine bestimmte und bekannte Normalkom- 
ponente v„ der Geschwindigkeit für alle Wasserteilchen auf der Schaufeloberfläche. In der 
w-Ebene sei die Schaufel gegeben durch ein Stück einer Kurve w, = fı (a), wobei a ein 
Parameter ist, der zwischen bestimmten Grenzen schwankt, © — aa. Der Winkel «, 

+ Diane unter dem die Schaufelkurve einen Strahl vom Koordinaten- 
anfangspunkt w = 0 schneidet (Abb. 1), ist ebenfalls eine 

Funktion von a; cos«@—=f» (a). Die Schaufel rotiere mit der 

yv Winkelgeschwindigkeit © um den Punkt Dadurch ent- 
steht eine Umfangsgeschwindigkeit u= w fı w. 
Die Normalkomponente der Geschwindigkeit eines Wasser- 
teilchens auf der Schaufeloberfläche ist dann ©. =u 
— |fı (a). Nun werde die w-Ebene durch eine Ab- 
bildungsfunktion w = gı (2) in eine z Ebene übergeführt. Die 

den Punkten w, der Schaufel entsprechenden Punkte in der 
z-Ebene liegen wieder auf einer bestimmten durch die Ab- 
bildungsfunktion gegebenen Kurve 2, = 9; (a). Jetzt wird das 
komplexe Potential ® (ww) gesucht, das in der w-Ebene die 
Abb. 1. Rotation der Schaufel um den Nullpunkt darstellt. Dieses 

Potential muß, nachdem es mit transformiert worden ist, in der 

2-Ebene an jedem Punkte der Kurve z,= g (a) eine Normalgeschwindigkeit erzeugen 


dw 
C =D, dz 


| agı (2) 
0 fi (a)l- (a) (a). 
de 
„= gs (a) ist ebenfalls eine bestimmte und bekannte Funktion. 


Nun hat Spannhake für ,—g (a) die Gleichung eines Kreises gewählt und in 
dessen Mittelpunkt eine Reihe von Doppelquellen höherer Ordnung angesetzt. 


1 


Dann wird 


— [Ax eos (k a)+ sin (ka)l-q (a)=w- fi (a) -fa 
2 = 

Das Potential ist also bestimmt, wenn man die Koeffizienten der obigen Fourier- 
Reihe gefunden hat. Auf diesem Wege kann man grundsätzlich das komplexe Potential 
für die Strömung durch ein rotierendes Kreiselrad mit beliebiger Schaufelzahl und -form 
finden. Die wichtigste Arbeit dabei ist eine harmonische Analyse, die nur dann leicht 
durchführbar ist, wenn die Funktion c, = 9; (a) eine gut konvergente Fourier-Reihe besitzt. 
Das ist aber lange nicht immer der Fall, und schon die Durchrechnung des weiter unten 
auf anderem Wege behandelten Beispieles ergab praktisch die Unmöglichkeit einer hin- 
reichend genauen Darstellung des gesuchten Potentials durch eine derartige Reihe. Die 
Abbildung der Schaufel, w = gı (z), auf einen Kreis kann man allerdings auf unendlichfach 
verschiedene Weise vornehmen, und die Funktion c„ —= 9; (a) ist selbst wieder abhängig von 
der Lage des Mittelpunktes und vom Radius des Bildkreises. Man könnte also versuchen, 
Mittelpunkt und Radius so zu wählen, daß g; (a) eine stark konvergierende Reihe bildet. 
Es läßt sich aber nicht entscheiden, ob das immer zu einem Erfolg führen muß. 


Der bei den folgenden Berechnungen beschrittene Weg stellt das Potential nicht durch 
eine Reihe sondern durch ein bestimmtes Integral dar. (Lamb, Hydrodynamik SS 57 bis 
58). Auf der Schaufelkurve 2, = 9 (a) wird eine Verteilung von Quellen und Senken 
angenommen. Dieser Quellenansatz läßt sich nur machen, wenn die Schaufelkurve 2, = 9: 
(a) in der z-Ebene einen Bereich umschließt, d. h. wenn Vorder- und Rückseite der Schaufel 
getrennt sind. In der w-Ebene ist das nicht notwendig. Man kann die Abbildungsfunktion 
so wählen, daß der von der Schaufelkontur in der 2-Ebene umschlossene Bereich in der 
w-Ebene auf ein zweites Riemannsches Blatt abgebildet wird. Die Schaufel erscheint 
dann dort als Schnitt in dem einen Riemannschen Blatt der mindestens zweiblättrigen 
w-Ebene, wobei die Schaufelenden Windungspunkte sind. 


Die in einem Punkte der Kurve 9 (a) pro Sekunde entstandene oder verschwundene 
Wassermenge sei ebenfalls eine Funktion von a: qg(a)—=2g9s' (a). Die auf dem Kurven- 
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stück ds entstandene Wassermenge ist dg— 29gs (a)ds. Das Potential dieser Elementar- 


elle ist: 


ds= 49 :-da. 
da 
Das Potential für die gesamte Quellverteilung lautet also: 
a 
D — 43 (a) -In|z — (a)] da (2), 
da | 
dg 
d ga (a) 
| 
dz 7 2 — 93 (a) 


wobei y der Neigungswinkel der Schaufelkurve 2, — 9, (a) gegen die reelle Achse ist. 
Die Aufgabe ist nun, eine Quellverteilung zu finden, die tatsächlich an jeder Stelle die 
gesuchte c,-Komponente liefert. Im allgemeinen Fall ist damit die Schwierigkeit nur ver- 
schoben, nicht überwunden. Es gibt aber Fälle, bei denen sich die Quellverteilungen leicht 
angeben lassen. Einer dieser Fälle liegt vor, wenn sich z. B. die Schaufel in der «o-Ebene 
auf einen Kreis in der z-Ebene abbilden läßt. [2, = ys (a) ist dann die Gleichung eines 
Kreises]. Bekanntlich liefert eine Quelle und eine gleichstarke in beliebiger Entfernung 
befindliche Senke Kreise als Stromlinien. Wenn man im vorliegenden Falle auf dem Kreise 
”,—= gs (a) immer eine (uelle und eine Senke von gleicher Stärke beliebig anordnen 
kann, dann wird der Kreis 4 (a) selbst Stromlinie. Die c„-Komponente an einer beliebigen 
Stelle wird dann nicht beeinflußt durch irgendeine Quelle oder Senke auf dem Kreis mit 
Ausnahme derjenigen, die an der betrachteten Stelle selbst liegt. Die Größe von c, ist 
also an jeder Stelle proportional der dort befindlichen Quellstärke. Dadurch wird die 
Funktion für die Quellverteilung g (a) = 2 gs’ (a) identisch mit der Funktion für die c,- 


Komponente gq(a)=2c„(a) oder g3' (a) = 9; (a). 
Damit ist die gesuchte Quellverteilung und das komplexe Potential gefunden. 

Ein anderer Fall ist der im folgenden ausführlich behandelte. Der Bereich um die 
Schaufel in der w-Ebene wird abgebildet auf die obere Halbebene, der von der Schaufel 
umschlossene Bereich auf die untere Halbebene der z-Ebene. Die Schaufelkontur wird 
zur reellen Achse in der z-Ebene. Jede Quelle oder Senke, die auf dieser Achse ange- 
nommen wird, macht die Achse selbst zur Stromlinie, ruft also nur an der Stelle eine 
°„Komponente hervor, an der sie sich selbst befindet. Der allgemeine Parameter a wird 
in diesem Falle dargestellt durch die laufende Koordinate der reellen Achse, die im 
iolgenden ! genannt werden soll. Auch in diesem Falle wird a ()=g(l)=«(l). Die 
Funktion für die Schaufelkontur wird: 

Ferner ist ds = dl 
+% +% 


dz 
— 
Dieses Integral ist zuerst von P. A. Walther angegeben worden. (Transactions of the 
Central-Aero-Hydrodynamical Institute, Nr. 18, Moskau 1926. Die Arbeit ist leider nur in 
russischer Sprache veröffentlicht worden.) 
Man kann das komplexe Potential ® (z) für jeden Punkt z=x+iy als bestimmtes 
Integral über / als Integrationsvariable ausrechnen. 
a» 


— ie, = 
(2 — +y? 


dz 
Es soll jetzt noch einmal exakt bewiesen werden, daß lim [lim [e, («, y)|| = 93 (l) — « (l) 
yv>0 z—l 
ist. Durch Zerlegung von Gl. (7) in den reellen und den imaginären Anteil ergibt sich: 


1 93 1 (8) 


7* 


| 
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Für (!— x) werde u eingesetzt; dann ist ddi=du. Wenn !— +», ist auch u= +». 
G1. (8) lautet jetzt also: 
+% 


— 
Durch Zerlegen in drei Teilintegrale ergibt sich: 
u u + 


N 

2 | 2 2 


— 08 u ug 


wobei u <0 <w. y ist für die Integration als Konstante aufzufassen. Das Integral 


dgo= v£ (u) du stellt die auf dem Stück der reellen Achse u > w erzeugte Wassermenge 

dar. Diese Wassermenge ist gleich der von dem entsprechenden Stück der rotierenden 

Schaufel in der w-Ebene verdrängten Wassermenge, muß also endlich sein. Das Integral 


kann aber nur dann einen endlichen Wert annehmen, wenn |c, (w)] = 0 — N wobei k 
u>n 

eine Zahl > 1 ist. Daraus ergibt sich aber ohne weiteres, daß das erste und letzte 

Integral der Gl. (9) ebenfalls endlich sein muß, weil der Integrand für >» von mehr 


als dritter Ordnung unendlich klein wird. Folglich ist lim |y/z (Jı + J3)| = 0. 


Da die Funktion F (u) = r „ dauernd das Vorzeichen von y hat, kann man das 
u 
Integral Js mit dem Mittelwertsatz umformen. 
Ug 
1 1 ydu 
Ja En (to +2) |; y?’ 
u 


wobei w= +9 — uw) und 0<P<1I. 

Te Y Y 

Geht jetzt y— 0, dann geht der arctg w/y— — n/2, weil «, <0, und der arctg /y — 
+ weil «>60. Folglich wird 


lim — [u +9 (a wm) =. 

Um nun festzustellen, an welcher Stelle der Wert c„ von («) genommen werden 
soll, läßt man die beiden Werte «x, und u, gegen 0 rücken. An dem bisherigen Beweis 
ändert sich dadurch nichts. Da u, <w < u, muß wo ebenfalls gegen 0 gehen. Es er- 
gibt sich also: 


ug u 
Für v=0 ist folglich: 


2. Anwendung des Verfahrens. Zur praktischen Durchführung des oben ge- 
schilderten Verfahrens bei der allgemeinen Strömung durch das rotierende Kreiselrad 
(s. Spannhäke a.a. O0.) werde die Strömung in zwei Anteile zerlegt. Der eine Anteil, 
die Durchflußströmung, kommt zustande durch die in der Achse befindliche Wirbelquelle 
und die Zirkulationen um die Schaufeln bei stillstehendem Rade. Die Schaufeln sind 
Stromlinien, und man kann diese Strömung durch eine konforme Abbildung unmittelbar 
aus bekannten Potentialen herleiten. Der zweite Anteil, die Verdrängungsströmung, ent- 
steht durch die Rotation des Schaufelrades in der sonst ruhenden Flüssigkeit. Das 
Potential für diese Strömung wird dargestellt durch das oben beschriebene Integral. 

Im Pumpen- und Turbinenbau wendet man fast ausschließlich überdeckte Schaufeln 


an. Das sind Schaufeln, bei denen der bedeckte Zentriwinkel $ größer ist als der 


Teilungswinkel: (Abb. 2). 
n 
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Ein derartiges Laufrad mit Schaufeln, die durch Stücke von logarithmischen 
Spiralen gebildet werden, soll näher untersucht werden. Dazu wird die Abbildung be- 
nutzt, die König in dieser Zeitschr. Bd. 2 (1922), Heft 6, angegeben hat. Die König- 
sche Abbildung lautet folgendermaßen: 


— Ba — Sa 


2 
= + In (11). 
— 2 
zv,- Ebene 
2-£bene 2 N 
Z 
a 
h 
zZ 
6 \ 
Abb. 3. Abh. 4. 


= + - sind zwei Punkte auf der positiven 


Halbebene der z-Ebene mit den Abständen von Nullpunkt r, und r,. 2. und 2, sind die 
dazu konjugierten Werte (Abb. 3). Die angegebene Funktion bildet die reelle Achse der 
z-Ebene auf ein Gitter von der in Abb. 4 dargestellten Form ab. Die einzelnen Gitter- 
stäbe sind geradlinig und parallel der reellen Achse der wı-Ebene. Ein Stab liegt in 
der reellen Achse selbst, und zwar auf der negativen Seite. Sein einer Endpunkt liegt 
im Nullpunkt. Die länge der Gitterstäbe beträgt != [cos « In ra/r, — (9a — sin 
Die Gitterachse schließt mit der imaginären Achse der w,-Ebene den Winkel « ein. 
h=2n7cosa@=tcos« ist der senkrechte Abstand zweier Gitterstäbe. 
Nun ist (nach König a.a. 0.): 
sin + m — 


— 


a In 

sin (9 + n/2 — a) 


Durch die Abbildung wird nur das Verhältnis »„:r, bestimmt, nicht die Werte von r, 
und 7, selbst. Man kann einen der Absolutwerte beliebig wählen, z.B. .— 1. Dadurch 
werden die folgenden Rechnungen zum Teil erheblich vereinfacht, ohne daß die Allgemein- 
heit eingeschränkt wird. Es gelte jetzt also die folgende Beziehung: 


und ferner, wel mn=—% . (15), 
| 2 (16). 
Aus der Transformationsgleichung ergibt sich: 
wenn 2=2z, oder wı=(0, wenn 2=®%, 
— + 
mw; 
N wenn 2=2, oder 2= 2%. 
Die Bildpunkte von z,, Zu, 
2, rücken also in der w,-Ebene 
ud er in das unendlich Ferne, wäh- 
ir rend der Bildpunkt von z == 
in den 0-Punkt rückt. 

Durch die Transformation 
= wird das Gitter 
um den Winkel « im Sinn 
des Uhrzeigers um den 0 


Abb. 5. Abb. 6. Punkt gedreht (Abb. 5). Die 


| 
| 
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Gitterachse steht jetzt senkrecht zur reellen Achse, mit der die Gitterstäbe den Winkel « 
einschließen. 


Durch die Transformation 0; = e"» wird ein Streifen der s-Ebene von der Breite 
auf ein Blatt einer w,-Ebene abgebildet. = 03 Die Punkte sämtlicher 
Gitterstäbe liegen jetzt auf einer logarithmischen Spirale, die jeden Strahl aus dem 0 Punkt 
unter dem Winkel « schneidet (Abb. 6). Der rechte Endpunkt der Gitterstäbe entspricht 
dem Punkt 0, — 03. —= 15 Wa a = 0 in der ws Ebene, der linke Endpunkt entspricht dem Punkt 
03 e —1sin « (in der Zeichnung ist >2z). 

Durch die Transformation w—V w; wird das eine Spiralenstück der ws-Ebene auf 
n Stücke von logarithmischen Spiralen in der w-Ebene abgebildet; diese Spiralen schneiden 
ebenfalls jeden 0-Strahl unter dem Winkel « (Abb. 2). Dem Punkte &.=1, W.= 0 


n 


entsprechen die n Punkte Vi = 1: k—=0,1,2 bis n— 1. Die inneren Schaufel- 


(Spiralen)enden liegen auf dem Kreise mit 9; — V g@;. Der von einer Schaufel überdeckte 


Zentriwinkel % ist gleich ">!, der Teilungswinkel ist gleich "=, Als Ueberdeckungsver- 
n n 

hältnis m werde der Quotient von überdecktem Zentriwinkel und Teilungswinkel bezeichnet 

(Abb. 5): 


ws; a sin acos «a l sin2a 
t h h 2 
n 


Man kann die verschiedenen aufeinanderfolgenden Abbildungsfunktionen in eine 
einzige zusammenfassen. Aus 


n 
2 — 2 
12 — za\e ia 
— 2 


Das ist die Funktion, die die reelle Achse dar z-Ebene auf einen Schaufelstern mit n- 
Schaufeln in der -Ebene abbildet. In dieser Funktion sind «, z. und z, noch unbestimmt. 
«@ ist der Winkel, den die Schaufel mit dem Radius einschließt, während z. und 2, aus den 
Gl. (12), (13) und (14) bestimmt werden, wenn man ein bestimmtes Radien- oder Ueber- 
deckungsverhältnis vorschreibt. Aus m bestimmt man mit Gl. (17) zunächst l/h, dann mit 
Gl. (12) und zuletzt mit Gl. (14) ru/r». 


3. Das Potential für die Durchflußströmung. Die Transformationsgleichung (158) 
zeigt, daß fürz=z, w=0 und für ze, w=» wird. Für die Durchflußströmung 
muß der Punkt w= 0 Wirbelquelle und der Punkt »=» Wirbelsenke werden. Im 
Punkt z. der z-Ebene muß also eine Wirbelquelle und im Punkte 2, eine Wirbelsenke 
angeordnet werden. Damit die reelle Achse Stromlinie wird, muß die Wirbelquelle und 


die -senke in den Punkten z, und 2, gespiegelt werden. Das Potential für die Durch- 
flußströmung in der z-Ebene lautet also: 


®,(z) = im) In (z — 2.) + (s-+ 0) In (z — 2») + (q — im) In (z — z.) 


(s. König a.a.0.). q ist die Ergiebigkeit der Quellen, s die Schluckfähigkeit der 
Senken, m und o sind Wirbelstärken. Die Kontinuität wird nur dann erfüllt, wenn 
q=—s, weil im Unendlichen keine Senke sein darf. 


4. Das Potential für die Verdrängungsströmung. Durch die Rotation des Schau- 
felrades in der w-Ebene entstehen an der Schaufeloberfläche Normalkomponenten der 
Wassergeschwindigkeit », — ®- w -cos«. Durch die Funktion (18) werden die Schaufeln 
der w- Ebene abgebildet auf die reelle Achse der z-Ebene. Jeder Punkt z=/ dieser 
reellen Achse entspricht also einem Schaufelpunkt w. Dabei schwankt ! von — @ bis +». 
—o°-1= +». Es muß jetzt ein Potential gefunden werden, das an jedem Punkte / 
eine Normalgeschwindigkeit hervorruft: 


Ä | | 
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dw 2 — 2,\e-ia]!/, . 

Cn=Ün | = (0 COS y’ == (— =") 

2 — 2 

n — 2b (2 — 2)? 
. (2 —za\ea Za— 
— 2b 


n — 2 (2 — 2a) (2 — 20) 


z— 2 (2 — 2a) (2 — zı) 


Für reelles z2—/! werden die Größen in den beiden eckigen Klammern selbst reell, 
weil sie in diesem Fall aus einem Produkt bzw. einer Summe von Konjugiert komplexen 


Zahlen bestehen. Außerdem ist 'e‘® — I. Der Absolutwert von — läßt sich daher, 


wenn für z der reelle Wert ! gesetzt wird, folgendermaßen schreiben: 


I— ( 


zu l— 2a) (l— 


dw 
n 


Folglich ist an der Schaufel: 


1 za\ei% (Za — eia (Za— zı) e-ia 
n | 20) — 2) 


Jetzt werden folgende Bezeichnungen eingeführt: 


I— 


l— Za 


(l — zu) + + i — za) — Yal 
(U — a0)? + 


Folglich ist der Absolutwert und das Argument: 


— + Ya yo]? — 2a) — a 2») Ya]? 
u(l) 


24 
20)? + yo? 
— — x) Ya 
za) + YayYb 
( pi (u ei jede sinz, 
I— 
— vsina.o-i(Inusina + vcosa) 
Folglich ist: 
20 2 
Jetzt soll der Ausdruck (26) noch mit ?/.: e”'* potenziert werden 
[u2 cosa. e-2»sina]?/n (cosa—isina) — (1+c0s2a). ge-?/nvsin2a. oi?/n 
Folglich ist der Absolutwert: 
e-ia 
Za (—) - + c0s2a). e-?Invsin2a M (I)! (27). 
Jetzt soll noch der letzte Faktor von (22) umgeformt werden: 
„ %a— 20) (Za — 20) eria zu) zu) eia+ 2) 


Dieser Ausdruck findet sich auch in dem Aufsatz von König |[a. a. O. Gl. (5)]. 
Dort ist auch die Bedingung ausgesprochen, daß der Koeffizient von !? und das von / 
freie Glied im Zähler gleich 0 werden müssen. Diese Bedingung wird bereits erfüllt 


| 
| 
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durch die Gleichungen (12), (13), (14). Unter Berücksichtigung dieses Umstandes ergibt 
sich durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen 


(zu — (Za — zı) 2 1[cos a (20? — + — Ya) — 2 sin a (za — Ya)] 


(28). 


— za) (l— 2ı) 2.) — zı) Xa)? + Ya?] — 2»)? + y»?) 
Damit ist c„ als reelle Funktion von ! bestimmt: 
— xa)® + [d — a»)? + 
k = 2 [cos & (05? — — ya?) — 2sina — - - (30) 
k ist also von / unabhängig, während 4 (l) und » (l), die durch Gl. (24) und (25) gegebene 


Bedeutung haben. w(l) ist als absoluter Betrag immer größer als 0. lim «(= 1, weil 
I>» 
Zähler und Nenner von gleichem Grade sind und die höchsten Potenzen von / im Zähler 


und Nenner den Faktor 1 haben. »(l) schwankt zwischen den Grenzen „ax > 0 und 
Yınin <0; lim r(l)= 0, weil der Nenner von höherem Grade ist als der Zähler. M (I) 


— + jst immer positiv und endlich 
I>» 
nn 


c„(l) wird von erster Ordnung zu 0, wenn !—0. 
Außerdem gilt [c„ (2)] =0 von der dritten Ordnung, weil nach Gl. (29) der Nenner 


des letzten Faktors 3 Grade höher ist als der Zähler. 
Das Potential für die Verdrängungsströmung in der z-Ebene lautet gemäß Gl. (5) 
+% 


D, (2) = wobei e, (l) 


die oben bestimmte Bedeutung hat. Das vollständige Potential für die zusammengesetzte 
Durchfluß- und Verdrängungsströmung ist gleich der Summe der Einzelpotentiale. 


Die dazu gehörige Abbildungsfunktion wird durch Gl. (18) angegeben. 


5. Geschwindigkeiten an den Schaufelenden. In dem komplexen Potential (33) 
stehen eine Reihe von Größen, deren Wahl die Möglichkeit bietet, die verschiedenartigsten 
Strömungen darzustelllen (w, p, o, m). Mathematisch können diese Größen beliebig ge- 
wählt werden, ohne daß die einzige Bedingung verletzt wird, die bis jetzt gestellt worden 
ist. Das ist die Kontinuitätsbedingung, die ihren Ausdruck findet in der Differentialglei- 


ehung von Laplace 
Eine Lösung dieser Gleichung stellt das komplexe Potential (33) dar. Praktisch, d.h. 
physikalisch bestehen nun aber noch 2 weitere Bedingungen, die die Möglichkeit einer 
vollständig beliebigen Wahl aller dieser Größen ausschließt. Die eine Bedingung, mit 
deren Erfülltsein man praktisch immer rechnen kann, besagt, daß das Wasser von den 
Laaufradschaufeln tangential abströmt. Die andere Bedingung wird zwar praktisch meistens 
nicht erfüllt, man sucht sie aber im Betriebe möglichst genau zu erfüllen. Das ist die 
Bedingung, daß das Wasser den Laufradschaufeln tangential zuströmt, oder, wie der Pampen- 
bauer sagt, daß stoßfreier Eintritt besteht. Wenn beide Bedingungen zusammen erfüllt 
werden, dann hat die Pumpe ungefähr ihren besten Wirkungsgrad. Man sagt, sie arbeitet 
in ihrem Normalbetriebszustand. Dieser Zustand soll der weiteren Untersuchung zugrunde 
gelegt werden. Die bei weitem meisten Pumpen haben vor dem Laufrad keinen Leit- 
apparat; das Wasser strömt also dem Laufrade ohne innere Zirkulation zu. Das würde 
bedeuten, daß m = 0 gesetzt werden müßte. Zunächst soll das aber nicht geschehei, um 
die Allgemeinheit nicht zu stark einzuschränken. Die genannten physikalischen Bedin- 
gungen lauten mathematisch ausgedrückt, daß die Ableitung des Potentials D (w) in der 
w-Ebene an den Punkten, die den Schaufelenden entsprechen, einen endlichen Wert be- 
hält. Das nicht tangentiale Zu- oder Abströmen ist nämlich immer (mathematisch!) mit 


=(, 
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dem Auftreten von uaendlich großen Geschwindigkeiten verbunden. Es muß also sein 


b ; |< B, wobei b und B zwei endliche Größen sind, und w,; und w,. den inneren 
‚aw 


bzw. äußeren Schaufelendpunkt bezeichnen. Den Punkten :“,; und w,. entsprechen in 


der z-Ebene die Punkte z=0 bzw. 2z=». Nun ist Folglich: 
dw dz dw 

dw z— 2 z— zı k.z 
unter Berücksichtigung von Gl. (20), (28) und (30). 


F i wird also unendlich von der ersten Ordnung, weil die ersten Faktoren 
wi: = 


und der Zähler des letzten Faktors endlich bleiben, während der Nenner des letzten Faktors 


linear—= 0 wird. Damit einen endlichen Wert behält, muß also — () von der 
w 


ersten Ordnung werden, wenn man 2=-(0 setzt. Die erste Bedingungsgleichung (für stoß- 
treien Eintritt) lautet demnach: 


(2) (2) 
2 = 


dz dz 
Nun ist: 
da Da(2) q+tim q— im s— 
daDa (2) gq+tim s+tio q—im s—io — ın Ya sea —oub 
dz 2—=( Za zb Zu zu + Ya + 


Das komplexe Potential für die Verdrängungsströmung lautet: 
+ 
D,(z) — /F (,z)dl, wobei F(l,z)=« (l)In(z — 


ist. Die Funktion F(l,z) erfüllt folgende Bedingungen: 


1. F(l,z) und die partielle Ableitung en 2" - sind stetig für jedes be- 


liebige / und für jedes 2 #1. 
2. F(l,z) und 


% werden von höherer als erster Ordnung unendlich klein, 
O2 


wenn > t» geht. Man kann daher die Ableitung bilden, indem man unter 
dem Integralzeichen differenziert ') 


1 Wal 
| — en - NM . (34) mit . (35), 
— 
so daß die Bedingungsgleichung die Gestalt annimmt: 
dz 2=( 1 Tb“ TT 
Um die Bedingung für das tangentiale Abfließen aufstellen zu können, müssen die 
Ableitungen ar und - = in Reihen nach fallenden Potenzen von z entwickelt 
z z 
werden. 
aPa _(g+im)(z EN (g—im (2 — 2u) +io) (2 — + —io) (2 — 2) 
dz 2-20) (2 — 20) (2 — 


') Picard, Traite d’analyse, Bd. I, Kap. 1, 1. Aufl, Nr. 19, 2. Aufl. Nr. 27. 


| 
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Durch Ausdividieren der Quotienten ergibt sich: 


ad Da (2) 2 2 
daD, (2) 1 mar „wid 
= GD 
1 1 1 
weil = — + 
Jetzt soll zunächst gezeigt werden, daß das f u un gleich Null wird, wenn 


geht. Zu dem Zweck muß in eine Potenzreihe von (1/l) entwickelt 
werden. 


13 


Die drei von /! abhängigen Faktoren lassen sich sämtlich darstellen als Potenzreihen 
von (1/l), die innerhalb eines bestimmten Intervalls — rı <11<r,, das auch den Punkt 
1/!=0 mit einschließt, absolut konvergieren. Auch das Produkt dieser drei Faktoren 
läßt sich dann als Potenzreihe für (1/l) mit einem bestimmten Konvergenzintervall dar- 


stellen. Wie schon oben gezeigt, ist lim (c„(l)-!?=0 von der ersten Ordnung. Die 
Potenzreihe hat also folgende Form: 


und konvergiert in dem Intervall o, = 1/lı' Dabei ist und 
ls >0. Für alle Werte innerhalb des Konvergenzintervalles konvergiert die Reihe ab- 
solut, d. h. dann, wenn /<[/,' oder >11’ ist. Die Grenzen des Konvergenzintervalles 
sind nebensächlieh; wichtig ist nur, daß ein solches Intervall mit endlichen Grenzen |[ı' 
und besteht. 
Das zu werde in drei Teilintegrale zerlegt: 
z—I 


— 


J=Jı + + J3 
ı <4’<o und >1>0. Das Integral J, konvergiert für wachsendes 2 gegen 0, weil 
es endliche Grenzen hat und weil daher lim (2 —/!)=»; lim Ja = (0 von der ersten 


Ordnung. 
Um die Integrale Jı und J; abschätzen zu können, werde der Ausdruck 
umgeformt, indem zunächst für c, (l)1? die Potenzreihe eingesetzt wird: 
aı a3 az 
z—I B(z—) 
Von dem beliebigen Gliede u werde ein Partialbruch mit dem Nenner 2 — ! abge- 
— 
spalten und der Rest nach Potenzen von /-' entwickelt. 
1 1 1 1 1 
Dann wird: 
® 1 1 1 
Nun ist 
also 
l 1 1 1 1 1 1 
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Multiplikation mit a, und Summation ergibt: 


1 ) An 1 | 1 1 1 
(— 'z n (z — | n z"ı + + u" 


Die beiden Reihen auf der linken Seite konvergieren aber absolut, wenn nur z 


sowohl als auch in den Konvergenzbereich der Entwicklung (39) — = fallen. 


n= 


Also konvergiert auch die Reihe auf der rechten Seite absolut und erfüllt somit die Be- 
dingungen für den großen Umordnungssatz. Durch Umordnen ergibt sich: 


Nun ist 
x 1 | 1 x 


Diese Doppelreihe beginnt mit einem Gliede, das 1/l? enthält; sie kann also von 

— » bis <0 und von  >0 bis integriert werden, wenn und im Konvergenz- 

bereich liegen. Der Wert dieser Integrale geht gegen Null, wenn z->& geht'). Es bleiben 
+% 


1 
noch die beiden Integrale + und zur näheren Unter- 
lg 
r, .. 
suchung übrig. (s: = & ) Zunächst werde der folgende Ausdruck ausgerechnet: 
I; 
al al z z—)h 
- Ss] — = — In — Sı In- = — sı In 
z —Iı (z — iu) (2 — la) 


Bekanntlich hängt der Grenzwert, dem derartige Ausdrücke zustreben, wenn u > —+= und 
I, >=® gehen, von der Art ab, in der das geschieht. Der Grenzwert fällt z. B. verschieden 
aus, wenn man /, =/, oder wenn man ih —/,? setzt und dann zur Grenze übergeht. Nun 
sind aber in diesem Falle die Grenzübergänge gegeben durch die Art der Abbildungs- 
funktion w=f(2) I und !„ seien die beiden Werte in der z-Ebene, die zu demselben 
Punkte der Schaufel in der w-Ebene gehören. Wenn nun w gegen das dem Nullpunkt 
abgewandte Ende der Schaufel vorrückt, dann gehen /, und /. gegen unendlich und zwar 


| 
so, daß ei — 1 wird (vergl. Gl. (22) und (23). 


In dem Ausdruck 


| 

lim lim 1 Pe 


nuß man also ') = l, setzen. Dann erhält man: 


(2 — (z — ] — 
lim lim — lim 


z )>+% z-Wr-h)) 
lu > 


Ebenso findet man für: 


— 


Durch Zusammenfassung sämtlicher Teilergebnisse erhält man: 


!) Diesen Konvergenzbeweis sowie verschiedene Hinweise für die mathematische Behandlung ver- 
dankt der Verfasser Herrn Prof. Boehm, Karlsruhe. 


| 
| 
| 
| 
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Jetzt sind die beiden Ableitungen u und — ® entwickelt nach fallenden Po- 
z nz 
tenzen von 2. Für z—» sollen die Ableitungen von der dritten Ordnung zu 0 werden. 
Das wird dadurch möglich gemacht, daß die Koeffizienten der Glieder mit 1/z und mit 


I/z? für sich — 0 gesetzt werden. Dadurch entstehen 2 weitere Bedingungsgleichungen: 


+% 
2(+s)+ . (41), 2 (gu — —-0 . (42), 
— 
wobei die Beziehung eingeführt wird: 
+ % 
— 
Das ist die Bedingung für tangentiales Abfließen. Die erste dieser Gleichungen ent- 
+ 
hält nur die Aussage von der Divergenzfreiheit. Das Integral / c. (!) dl stellt nämlich in 


der z-Ebene die gesamte Wassermenge dar, die die Schaufel des Laufrades als Quellsystem 
gedacht erzeugt. Diese Wassermenge muß natürlich 0 sein, weil die Schaufel tatsächlich 
quellfrei ist. Demnach ist 


. . . . . . . . . . . (44). 
Um in den jetzt noch verbleibenden zwei Bedingungsgleichungen die Winkel- 
geschwindigkeit sichtbar zu machen, werde die Normalkomponente, die bei der Winkel- 
geschwindigkeit »® = ] erzeugt wird, mit c, (l) bezeichnet, so daß also 


zu setzen ist. Außerdem wird für die Winkelgeschwindigkeit und für die Zirkulation um 


die Schaufeln bei stoßfreiem Eintritt ©, bzw. ou geschrieben. Dann lauten die zwei Haupt- 
gleichungen endgültig: (mit Ni,2—= w, N1,'>) 


so daß also in beiden Bedingungsgleichungen nur die Verbindungen 9 X. — m Ya, % + 
0 Yı u. r, auftreten. 


6. Berechnung der aufgenommenen Leistung. Das von der Pumpe hydraulisch 
die erzeugte Förderhöhe ist 
g 2n g 2n 
Dabei bedeutet ® die Winkelgeschwindigkeit, @ die Wassermenge und /, die Zirkulation 
um eine Schaufel. Die Strömung im Laufrade ist nun aber in den Feldern zwischen zwei 
Schaufeln kongruent, deshalb ist Y/,=nJ‘,,, wobei n die Schaufelzahl ist. In der bisher 
verwandten Bezeichnungsweise ist 27 m die Zirkulation auf einer Kurve innerhalb der Lauf- 
schaufeln um die Achse des l,aufrades, während 27 o die Zirkulation des von dem Lauf- 


rade abfließenden Wassers ist. Es ist aber zu beachten, daß bei der Reduktion mit «= 


aufgenommene Drehmoment ist D — 


V ws die Werte q,m,o mit n multipliziert werden. In der zw-Ebene ist also: Wassermenge 
Q=?nngq, innere Zirkulation 7;—2rznm, äußere Zirkulation „—=2nrno, Zirkulation 
um die Schaufel /,= 27(o — m). Das Drehmoment des untersuchten Kreiselrades ist also: 


2 
D— (o— m) und die Förderhöhe H— 
9 
(47) geben jetzt die Möglichkeit, das Drehmoment und die Förderhöhe für jede Drehzahl 
und Wassermenge nachzurechnen. Für die folgenden Rechnungen soll nun eine Pumpe 
ohne Leitapparat beim Eintritt d. b. mit drallfreier Zuströmung des Wassers zu den Schau- 
feln angenommen d.h. m = 0 gesetzt werden. Dann lauten die Gleichungen (46) und (47): 


n (o — m). Die Gleichungen (46) und 


q (X — — N =0, q — &) - N =0. 


Daraus folgt mit Gl. (15) und (16) 
2n 


(26 — &a) — ro Ny') 
Na 


+ N3') Ya 


(48), 00 =q 


(49). 
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7. Vergleich mit „unendlicher $chaufelzahl“, Das wichtigste an den bis jetzt 
erreichten Ergebnissen ist die Möglichkeit, sie mit den nach der Eulerschen Formel er- 
rechneten Verhältnissen zu vergleichen. Die Eulersche Formel lautet: 


D= — tun). 
Die Bedingungen für stoßfreien Eintritt lautet in diesem Fall: 


u = Umfangsgeschwindigkeit, c = Absolutgeschwindigkeit, © = Relativgeschwindigkeit. 
Index i (innen) — Eintritt ins Laufrad, Index «a (außen) = Austritt aus dem Laufrad, 
Index «u = Umfangskomponente, Index 0 = stoßfreier Eintritt. 


Aus Gl. (50) berechnet sich der Wert o, für stoßfreien Eintritt bei der der Eulerschen 
Formel zugrunde gelegten Annahme der »Unendlichen Schaufelzahl« zu 


nq 
(51), 
mit #}—2rar. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten wird 
2 
n tg a (— Nı + Ns ) 


U,o 


Abb. 8. Abb. 9. 


Der Wert r, wird aus der Abbildungsfunktion berechnet, indem man 2=0 einsetzt 
und von dem errechneten Wert w, den Absolutwert bildet, ;— |. Es zeigt sich ohne 
weiteres durch Vergleich der beiden Gleichungen (48) mit (51), daß ©, + ®, und zwar 
muß ©, < mw, sein. Das ergibt sich aus folgender Ueberlegung (Abb. 8 und 9): 
damit eine Leistungsaufnahme zustande kommt, muß um jede Schaufel eine Zirkulation 7, 
bestehen, die die Geschwindigkeiten auf der Vorderseite der Schaufel verkleinert, auf der 
Rückseite vergrößert. Dadurch wird die an der (Wuelle in der Achse noch rein radiale 
Absolutgeschwindigkeit ©, um einen gewissen Winkel nach rechts gedreht und in co’ über- 
geführt. Damit das Wasser relativ zur Schaufel tangential, also mit der Geschwindigkeit 
'%o zuströmt, muß sich das Laufrad am Eintritt mit der Umfangsgeschwindigkeit «, drehen. 
Bei Annahme von unendlicher Schaufelzahl ist /,= 0 und die Absolutgeschwindigkeit 
ist auch am Schaufeleintritt noch radial gerichtet. In diesem Fall wird das tangentiale 
Zuströmen durch die Umfangsgeschwindigkeit u, bewirkt, und aus dem Diagramm Abb. 
ergibt sich > oder Da für die Schaufelzahl auch J,—0 geht, 


muß sein lim © — ®, oder 
n—>.L®% 


Ein Vergleich der nach Euler berechneten Leistungsaufnahme mit der für die 
Potentialströmung berechneten hat nur dann einen Sinn, wenn in beiden Fällen derselbe 
durch ® und g bestimmte Betriebszustand angenommen wird. Nun hat sich aber für 
stoßfreien Eintritt ein verschiedenes ® ergeben. Für die weitere Rechnung kann nur ein 
Wert, entweder ®, oder ®,' zugrunde gelegt werden. Dazu werde ®,' gewählt, weil nur 
dann die beiden Bedingungsgleichungen (46) und (47) erfüllt bleiben, wenn m = 0 ist. 
Es wäre unpraktisch, von einer dieser Grundlagen abzugehen, weil in einem Falle die 
(rundannahmen für die Rechnung geändert werden müßten, und im anderen Falle die 
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Rechnung nur für eine Pumpe mit Leitapparat am Eintritt gälte. Für ® = w,' ergibt die 
Rechnung nach Euler nicht mehr stoßfreien Eintritt. Davon wird aber der Wert für die 


Leistungsaufnahme nicht berührt, weil für ihn nur der Drall am Austritt in Frage kommt. 
(Cui 0) 


9 


Do’ 00 n (x — xa) — No’) 


yallzu ro + 2a) —n tg a (N,’ + ro? Ng')] (55). 
8. Veränderliche Schaufelzahl rn. Durch die Wahl der Größen «, 2, und 2, in 
der Abbildungsfunktion bekommt man Laufräder, deren Schaufeln ein bestimmtes Ueber- 


deckungsverhältnis m haben. m ist von der Schaufelzahl n unabhängig, dagegen ändert 
sich der Eintrittsradius r, als Funktion von rn und zwar so, daß lim „er, = 1 wird. 


Nn—>R 
Der Grenzfall für die Schaufelanordnung im Laufrad wird also erreicht mit unendlich 


vielen unendlich kleinen Schaufeln, die dieselbe Anordnung haben, wie die Gitterschaufeln 
(Abb. 5). Infolgedessen ist auch lim | nicht gleich 1, sondern gleich einem anderen 


1Do 
Wert, der im folgenden berechnet werden soll. Nach Gl. (29), (35) und (43) ist 
+% 
rW 7) r(D 
dabei ist | 


c„(l,n)—=kM (l)/"-!/r (l) ist als Funktion von n physikalisch nur für ganzzahlige positive 

Werte von n erklärt. Man sieht aber sofort, daß c„(/,n) auch für beliebiges positives 

n existiert. Wenn nun mit Mn der kleinste und mit M..x der größte Wert bezeichnet 

wird, den M (l!) annehmen kann, dann gilt zunächst für jedes beliebige endliche Intervall 
u < 

Main | M (il): < | r® 


u u 


r 


— 


oder 


Diese Ungleichung wird erfüllt für jedes noch so kleine &,. wenn nur /, und |, 
hinreichend groß gewählt werden. Im Grenzfalle gilt also 


+ +% 
GO — 00 
Mit Rücksicht auf Gl. (32) wird demnach 
| 
F cos fi 
und ebenso 
No’ a) al 
lim |” = 
— 


Die beiden rechts stehenden Integrale sind zu bilden über einer gebrochenen rationalen 
Funktion und sind geschlossen darstellbar. Die Lösung wird gewonnen durch eine 
Partialbruchzerlegung 


Al+DB Ci+D 


Zu der Bestimmung der Koeffizienten bestehen 4 Gleichungen: 
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A + C 
mA + B + D 
+ + 2 D 
B D —=0 
Die Nennerdeterminante ist gleich: 
| 1 0 l 0 
2% 1 — 2 | | | — 2 
1»? — 2% 1 — 2 Ka — 2 — 2% 
0 l 
l — 32 l | l —) ‚+ 2 ard“ 1—r? 
a |. _ x 
0 —2x N N N 
+2 Ch 2 ‚+ ro 


N N 


Nach Bestimmung der Koeffizienten kann das Integral ausgewertet werden. (Hütte, 
Band I oder Bierens de Haan, Intögrales De£finies, table 22, 14) 


+% 


JU—2xl +1 Ya m? yı 


— oo 
1 1 
Jı + (D+ Cm) | 
Ya 
#) 
(senau in derselben Weise wird das zweite Integral ausgewertet: | 
1 El+F 


2 


2 — 2 
E = F= 
N N 


22a — 20 m +4? —r 
G=— E= 


420" — + ro 


2 


H = 
N N 


F+ER)+, 
Ya Yb 


22 +22 rd) — +20? — 2 ro?) Ya 
+ 2m) ya 
Ä Der Bruch wird umgeformt, indem eingesetzt wird, %, =,‘ ya und in der rechten 
} oberen Klammer &,’—= x.” r,?. Dann heben sich sämtliche Glieder links unten gegen 


rechts oben und rechts oben gegen links unten, und man erhält 


| Nun ist: (25 — za) — JR) 0 (60). 
Cua _ +2) —ntga (—Jı + rı? Ja)] 0 
Der Zähler wird 0 wegen der Gl. (59) und der Nenner wegen Gl. (52), (53) 
dl 
Die unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen M (I)V” und M 


erfüllen folgende Bedingungen: Die Funktionen selbst sowie ihre Ableitungen nach n sind 
stetir für beliebiges /! und positives n und besitzen ein endlich großes uneigentliches Inte- 
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gral von = —» bis ö=+%». Man kann also die Integrale Jı und J, unter dem Inte- 
gralzeichen diiierenzieren und erhält dann: 
N(n 1 Fd! ı dl 


Auf Grund derselben Ueberlegungen, die zu Gl. (57) und (58) führen, wird 


Pal al 
kı InMÜl) —- n]| 
n 00 r( 


Cua Pal 2 al 

InMı — — 


Diese Integrale können zahlenmäßig ausgewertet und der Grenzwert direkt berechnet 
werden. Die Konstanten k, und %k; sind durch Gl. (55) bestimmt. 


9. Durchrechnung eines Zahlenbeispiels. Zur praktischen Anwendung des Ver- 
fahrens werde ein Laufrad gewählt, das den in der Praxis verwandten Rädern möglichst 
ähnlich ist (s. Abb. 15). Die Größen, die die Form des Rades bestimmen, sind folgende: 
Schaufelzahl n = 6, Schaufelwinkel (gegen den Radius gemessen) « = 60°, Ueberdeckungs- 
verhältnis m = 1,31. Die drei Größen liefern ein Radienverhältnis r; :r. = 0,455. Wenn 
man nun bei konstantem « und rn die Schaufelzahl n verändert, dann erhält man Lauf- 
räder wie sie in den Abb. 10 bis 15 dargestellt sind. Von diesen Rädern sind natürlich 


Nn—> 


Abb.510. 


Abb. 13. 


nur die mit n=4 bis etwa n= 12 in der Praxis brauchbar. Die anderen haben zu 
extreme Radienverhältnisse. Die beiden Größen & und m bestimmen die jetzt noch freien 
Konstanten 2. und z, der Abbildungsfunktion Gl. (18). Will man bei konstantem Radien- 
verhältnis die Schaufelzahl verändern, dann muß man auch m ändern und damit auch 
2a und 2,, d.h. man erhält eine andere Abbildungsfunktion. Da nur eine Abbildungs- 
funktion als Beispiel durchgerechnet werden soll, können nur die in den Abbildungen 
zum Teil gezeichneten Räder untersucht werden. 
Gegeben m = 1,31: = 60°. Gl. (17): 
l 2 m 


= == 3,03. 
h sin 2a 
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Damit sind die Proportionen des Gitters bestimmt. Gl. (12) ist transzedent und kann nicht 
nach %, aufgelöst werden. Durch Probieren findet man %, = 30° 8°, 

Gl. (14) liefert dann direkt n = % — 372,6, wenn 7,— 2, — | gesetzt wird. Es 
ist auffällig, daß der Punkt ,=r,:e'”? soweit vom 0-Pankt entfernt liegt. Das hängt 
mit der Wahl von m zusammen. ‚Je größer das Ueberdeckungsverhältnis gewählt wird, 
desto weiter rückt der Punkt 2, hinaus und desto spitzer wird das Dreieck (0, z., 2) 


= — 0,865, Ya — 0,502; 322,3, = 137,1. 


Nun können die einzelnen Faktoren der Normalgeschwindigkeit ce, (l) ausgerechnet werden. 
61. (24), (25), (29). Damit sind auch die Funktionen ec, (l)-! und c, (l) - 1/! bekannt und 
können gezeichnet werden. Die Integrale über derartig komplizierte Funktionen lassen 
sich natürlich nicht geschlossen darstellen, auch die bestimmten Integrale von — » bis + © 
lassen sich nicht exakt bestimmen. Es bleibt praktisch nur die Möglichkeit, die Integrale 
Nı' und N;', die in den beiden Bedingungsgleichungen (46) und (47) vorkommen, durch 
Planimetrieren auszuwerten. Der Schwierigkeit, daß beide Integrale uneigentliche sind, 
begegnet man durch eine Näherungsrechnung. Unter Benutzung von Gl. (31) kann man 
schreiben: 


| 


Man kann in der obigen Gleichung den absoluten Betrag der Zahl € (i) unter jede 


positive Zahl & herabdrücken, wenn man nur /, genügend groß wählt. Ebenso kann 
man schreiben: 


und es wird e(l) <e, wenn und" =f(e) (63). 


Entsprechende Gleichungen gelten mit denselben e und 4, für die Funktionen 


und . Dann gilt auch 


+% 
\ 
wobei 6 einen Mittelwert der Funktion & (/) darstellt, woraus folgt, daß 0 <e, 
+ +% 
nJ 3.n Io” 
Io Io 
wobei 
Man kann also die Restintegrale von /, bis © und von — li bis — » mit be- 
liebiger Genauigkeit ersetzen durch die obigen geschlossenen Ausdrücke. Die Funk- 
Cn 


tionen (l)-l und sind für — 1000 - 2 1000 nach der exakten Gl. (22), dann 


in dem Intervall 1000 </!<I mit Gl. (62) gerechnet worden. Der Wert /, wurde bei 
den verschiedenen Reehnungen verschieden gewählt. Dabei ist © vernachlässigt. Die 
ltestintegrale sind durch Gl. (64) und (65) ersetzt, wobei wiederum 6 und 7 vernach- 
lässigt wurden. £,0,7 lassen sich verhältnismäßig leicht so abschätzen, daß die Integrale 
mit weniger als I vH Ungenauigkeit ausgewertet werden können. Die zahlenmäßigen 
Ergebnisse sind in der folgenden Zahlentafel zusammengefaßt, außerdem sind die Funk- 


tionen ° —fı (n) und > —f» (n) in den Abb. 16 und 17 dargestellt. 
ua 
| | Do’ 
NA | N; 0 
| | ) Do Cua 
1 445 0,01445 0,00851 0,020 + 0,377 
2 >10 0,0569 0,0923 0,234 + 0,514 
3 242 0,1025 9,2042 0,433 + 0,579 
6 150,7 0,152 0,4545 0,715 + 0,679 
12 83,8 0,1447 0,672 0,516 + 0,635 
24 44.9 0,0957 0,8198 0,92 + 0,704 


| nn | 
| 
| | 
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Abb. 16. Abb. 17. 


Die Werte ®, lassen sich für beliebige Schaufelzahlen mit der durch das Planime- 
trieren bedingten Genauigkeit berechnen. Die Berechnung von o, wird aber bei höherer 
Schaufelzahl ungenau, weil 0, als Differenz berechnet wird, und für a —>= selbst gegen 
0 geht. So ist z.B. fürn = 24 = — 1,723 + 2,17” +0,45. Die Zahl 2,17 ist erhalten 
durch das Planimetrieren und enthält die dabei unvermeidliche Ungenauigkeit. Der beim 
Planimetrieren gemachte Fehler wird, wie die Zahlen zeigen, annähernd verfünffacht. Diese 


Tatsache ist in erster Linie eine Folge des extremen Radienverhältnisses ° = 0,82. (Auch 
Ta 

der Wert ec... —= uU. — W,. wird als Differenz bestimmt.) Bei praktisch ausgeführten Pumpen 

kommen derartige Radienverhältnisse nicht vor; dort läßt sich immer verhältnismäßig leicht 


eine Genauigkeit von 2°‘, einhalten. Der Grenzwert für ° fiir unendlich werdendes n 
Cua 


wird aus Gl. (60) berechnet zu: 
lim 19, 


Cua | 


indem die dazu notwendigen Integrale ebenfalls planimetriert werden. Die Abb. 17 zeigt 
das im Pumpenbau schon lange bekannte Ergebnis, daß die Leistungsaufnahme einer Pumpe 
immer kleiner ist als der nach Euler berechnete Wert. Wie weit die hier theoretisch 
berechneten Werte mit den empirisch gefundenen übereinstimmen, kann nur der Versuch 
entscheiden. Unter den Annahmen, die hier gemacht worden sind, besitzt die Annahme 
der reibungsfreien Flüssigkeit die größte Tragweite. Dadurch wird man nämlich gezwungen, 
eine Zirkulation immer als von vornherein gegeben anzunehmen, weil Wirbel und Zirku- 
lation in einer reibungsfreien Flüssigkeit unter keinen Umständen entstehen können. Prak- 
tisch entstehen ja immer Wirbel, die sich besonders von den Schaufelenden ablösen und 
mit der Flüssigkeit fortschwimmen. Dennoch haben viele Versuche gezeigt, daß tatsäch- 
lich die Strömungen in Kreiselmaschinen beim Normalbetriebszustand der Potentialströmung 
sehr nahe kommen. (Vergl. z. B. Dissertation Oertli Zürich, außerdem die älteren Arbeiten 
von Schuster und Ellon in den Forschungsheften des V.D.J. Nr. 82 und 102). Der 
Normalbetriebszustand ist für jede Pumpe charakterisiert durch ein bestimmtes Verhältnis 
von Wassermenge und Drehzahl. Aendert man dieses Verhältnis stark, d.h. geht man zu 
sehr extremen Betriebszuständen über, dann erhält man Strömungen, die nicht mehr über- 
einstimmen mit den durch die Rechnung erhaltenen. Praktisch können z. B. weder beim 
Eintritt ins Laufrad noch beim Austritt unendliche Geschwindigkeiten auftreten, auch wenn 
nicht mehr stoßfreier Eintritt und tangentiales Abströmen vorliegt. Außerdem sagt die 
Rechnung nichts darüber aus, wielange das tangentiale Abströmen erhalten bleibt. Anbalts- 
punkte darüber lassen sich nur durch physikalische Untersuchungen finden (Analogie mit 
den Verhältnissen bei Tragflächen von Flugzeugen!). Die Uebereinstimmung der durch 
die Rechnung gefundenen Strömung mit der tatsächlichen hat also ihre Grenzen. Die 
Bestimmung dieser Grenzen ist aber solange nicht wesentlich, als man sich auf die Unter- 
suchung des Normalbetriebszustandes beschränkt. Gerade diese Untersuchung ist aber für 


den Fachmann zunächst das Wichtigste, und dadurch erlangen die vorliegenden Rechnungen 
eine gewisse Bedeutung. 706 
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Die Quer-Geschwindigkeitskurve beı turbulenter Strömung. 
Von H. KREY in Berlin. 


ie Verteilung der mittleren Geschwindigkeiten der strömenden Flüssigkeit über den 
1) Durchmesser eines Rohres oder über die Tiefe eines breiten, offenen Gerinnes ist 

ein bestimmendes Kennzeichen der Fließart und für viele beobachtete Erscheinungen 
maßgebend. Es ist daher schon immer versucht worden, diese Verteilung durch Messung 
möglichst genau festzustellen und durch Ueberlegung zu ergründen. 

Eigentümlich ist es, daß sich gerade die neueren Vorschläge für die Annahme einer 
gesetzmäßigen Geschwindigkeitsverteilung wissenschaftlich und praktisch mehr von der 
Wirklichkeit entfernen als die älteren. 

Einer der neuesten Vorschläge rührt von Hrn. H. Lorenz, Danzig'), her. Er 
nimmt eine Verteilung der Geschwindigkeiten nach der Form eines Trapezes an, dessen 
schräge Seiten er etwas nach außen ausbiegt. Er glaubt diese seitlichen Schrägen durch 
eine wirbelnde »Prandtlsche Grenzschicht« begründen zu Können. Nun kann man 
ıber in einem Rohr, abgesehen vom Einlauf, nicht von einer Prandtlschen Grenzschicht 
reden, weil sich eine solche nach einer entsprechenden Einlauflänge über den ganzen 
tohrquerschnitt erstreckt. 

Selbstverständlich kann man mit jeder beliebigen, von der Wirklichkeit abwei- 
chenden Verteilungslinie arbeiten, wenn man die Ergebnisse an anderweitig als richtig 
erkannten Größen abstimmt und die Abweichungen dann auf die Beiwerte verbucht’). 

Praktisch scheinbar mehr mit der Wirklichkeit übereinstimmend, aber auch nicht 
völlige einwandfrei, ist die 1921 auf Anregung Prandtls von v. Kärmän vorgeschlagene 
Verteilungslinie °) 


R 


worin R den Rohrhalbmesser und eo den Abstand der betreffenden Geschwindigkeit v» von 
der Rohrmitte bedeuten. Die von v. Kärmän gleich selbst gemachte Feststellung, daß 
die ermittelte Linie an beiden Grenzen sowohl für o — R als auch für 0 = 0 nicht den 
an sie zu stellenden Anforderungen entspricht, hätte ihm sagen müssen, daß ein Fehler 
in der Beweisführung oder in den Annahmen liegen muß. Durch das künstliche Hilfs- 
ınittel der willkürlichen Einsetzung einer neuen Potenz n 


o\n 
= Vnnx (1-(£)") 
R 


kann er allerdings in der Rohrmitte 


machen, beseitigt aber den Fehler an der Rohrwand nicht, wo — nach der Gleichung & 


sein würde. Der Behauptung, daß die Gleichung für unendliche Reynoldssche Zahlen 
als asymptotischer Ausdruck gelte, steht entgegen, daß die Begründung des Gesetzes 
doch mit endlichen Werten gemacht ist, und wir es in der Praxis nur mit endlichen Ab- 
ıessungen und Geschwindigkeiten zu tun haben. Es wird uns überhaupt kaum möglich 
sein, uns einen Dauerzustand mit unendlichen Reynoldsschen Zahlen vorzustellen. 

Auch die vielfach behauptete gute Uebereinstimmung des Gesetzes der 7. Wurzel 
nit den Messungen erscheint in einem etwas andern Lichte, wenn man sich klar macht, 
“aß jede höhere Wurzel diese Bedingung zu erfüllen scheint. So z. B. stimmt eine Ver- 
'ellung nach der 10. und 20. Wurzel ebensogut, zum Teil sogar noch besser mit den 
naturgemäß sehr schwankenden Messungen überein und die schon 1883 von Lavale‘') 
vorgeschlagene 12. Wurzel ebenso wie die 1903 von Christen) vorgeschlagene s. Wurzel 
würden die gleiche Berechtigung haben. 


I) Das Turbulenzproblem für das gerade Kreisrohr. Physikalische Zeitschrift 1925, 8. 557. 
Lorenz. 


?2) Die genannte Lorenzsche Arbeit hat in der Zeitschrift des VdI 1926 S. 173 eine rlinstige 
Beurteilung gefunden, der ich mich durchaus nieht anschließen kann. 


") Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik, Heft 4, Band I (1921) 8. 237 bis 240. 
*) vergl. Forchheimer, Hydraulik 1914, S. 100 bis 101. 
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Sie haben aber auch alle denselben Nachteil, daß sie gerade dort nachweislich 
nicht mit der Wirklichkeit übereinstimmen, wo es uns am meisten darauf ankommt, 
nämlich in unmittelbarer Nähe der Wandungen. 


Diese Unstimmigkeiten vermeidet z. T. ein ebenfalls schon recht alter Vorschlag, 
die logarithmische Linie als Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten anzusehen. Der 
Vorschlag ist schon vor über hundert Jahren von Funk') gemacht und dann später von 
Jasmund wieder auigenommen. Jasmund’) und nachher Bölte‘) wiesen nach, daß 
von allen untersuchten Verteilungskurven die logarithmische Linie immer am besten die 
Geschwindigkeitsverteilung über die Senkrechten in Flüssen wiedergibt. 

In etwas anderer Form würde die Verteilungsformel für das Kreisrohr lauten: 


a 


Hierin haben A und eE dieselbe Bedeutung wie oben, [ ist eine Zahl, die sich aus 
dem Geschwindigkeitswert »„..x in der Mitte ergibt, und a ist der (sehr kleine) Abstand 
der Rohrwandung (o = KR) vom Anfangspunkt der logarithmischen Linie (vo = R-+ «), der 


sich aus der Randbedingung errechnen läßt. 
Es ist nämlich für o = 0 in der Mitte © = v%,.., daher muß 


R 
+ ) | 
A 


sein oder 


f 


= R (4). 
lor| + 
Gl. (3) lautet also nach Einsetzunz von { 
R—o 
log | I + ) 
a 
log | I+ ) 
\ 
Weiter ist 0 Ymam z loge an der Wandung für o = R gleich der 
a + 
durch die Wandbedingung gegebenen Neigung der (uerverteilungslinie. 
Es ist also für glatte Wand 
1 1 nJ 
2 


Hierin ist e die Basis des natürlichen Logarithmensystems, y das Einheitsgewicht der 
Flüssigkeit, ı, der Reibungswert und J das Druckgefälle. Die Randbedingung für aus- 
gesprochen rauhe Wände wird weiter unten behandelt. 


Aus Gl. (6) und (4) ergibt sich 


1 log e- 2uı 


Y RJ 
log (\ + 


A 
Setzt man hierin log » — 0,4343 und für Wasser von 13,2° (' mittlerer Temperatur 


4 


1,2: 10" m/sek (füry = 1), 
dann ist 
1.04 1 R 
10° R-J R 
(1 + ) 
\ 


a ist bei glatter Wandung sehr klein. 


I) vergl. Forehheimer, Hydraulik 1914, S. 97. 

?\ Jasmund: »Die Einwirkung der Filußsohle auf «die Geschwindigkeit des fließenden Wassers*. 
Zeitschrift für Bauwesen (1893) S. 121 sowie Bölte. »Die Geschwindigkeitsänderung in den Lotrechten 
natürlicher Flüsses. Zeitschrift für Bauwesen (1916) 8. 361 u. ff. 
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Für breite Flüsse mit gleichmäßiger Tiefe /7_ würde in der gleichen Weise die 
Gleichung der Vertikal-Geschwindigkeitskurve lauten 


(1 + 
a 


log + ) 


Unax log e 


H\ 
log + ) 


bei einigermaßen glatter Sohle sehr klein. Nur bei stärkerer Rauhigkeit nimmt der Ab- 
stand a etwas größere Werte an. 

Die logarithmische Linie bietet außer einer guten Ll’ebereinstimmung mit den 
Messungsergebnissen noch den Vorteil, daß sie auch die ltandbedingungen an der Wand 
(dort wo wir z. T. nicht messen können) erfüllt. Außerdem läßt sie sich in gewissem 
((rade mit verhältnismäßig geringen Annahmen wissenschaftlich begründen, wie an der 
Vertikalgeschwindigkeitskurve eines breiten Gerinnes von gleichmäßiger Tiefe gezeigt 
werden soll. 


wenn : die Höhe über der Soble ist. 
Auch hier ist 


U max 
Jm 
| N 
Kr N 
RA7T527.1°2) 


Abb. 1. Abb. 2. 


In Abb. 1 sei der Längsschnitt eines solchen Gerinnes mit der gleichmäßigen 
Wassertiefe 77 dargestellt, dessen Wasserspiegel 00° und Sohle 58’ in dem Gefälle J 
liegen 
In Abb. 2 sei die Vertikal Geschwindigkeitskurve gegeben. 

Solange wir (laminare) Band-Strömung haben, muß der Differentialquotient in 
der Höhe z 
dv 


dz 

sein, wenn 4, der Reibungsbeiwert der laminaren Strömung ist. Bei (turbulenter) Flecht- 
Strömung tritt zur Reibung noch ein anderer Widerstand hinzu dadurch, daß sich die 
einzelnen Schichten mischen, d.h. daß sich Wasserteilchen in der z-Richtung nach beiden 
iehtungen bewegen und nun durch ihre Beschleunigung oder Verzögerung Kräfte auf 
die durchlaufenen Schichten ausüben. Die Bewegung w in der anderen Querrichtung 
nach der Breite scheidet vorläufig infolge der Voraussetzung großer Breite von gleicher 
Tiefe aus der Betrachtung aus. 

In Abb. ı sei durch die striehpunktierte Linie XLMNR der absolute Weg eines 
solchen Wasserteilchens mit der Masse /m angegeben, welches sich in der Strömung 
irgendwie auf und ab bewegt. Es schneide die Ebene 77’ (in der Höhe z) bei der 
Aufwärtsbewegung im Punkte Z und nach einer Zeit von ? Sekunden bei der Abwärts- 
bewegung wieder in N. 

Bei der Aufwärtsbewegung gelangt das Wasserteilchen in Schichten von größerer 
mittlerer Geschwindigkeit v, hinter denen es dauernd zurückbleibt, während es bei der 
Abwärtsbewegung die mittlere Geschwindigkeit ® in den verschiedenen Schichten dauernd 
überholt. In der Abb. 2 ist die Eigengeschwindigkeit des Wasserteilchens bei einer Auf- 


| 1 
| 
| 
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und Abwärtsbewegung in den verschiedenen Höhenlinien durch die strichpunktierte Linie 
angegeben. In der Fläche 77’ (in der Höhe : über der Sohle) mögen die Geschwindig- 
keitsunterschiede des Wasserteilchens Am gegenüber der dort sonst herrschenden mitt- 
leren Geschwindigkeit » bei der Aufwärtsbewegung —= J/v, und bei der Abwärtsbewegung 
Jvs betragen. Dann hat das Wasserteilchen in der Zeit ? eine mittlere verzögernde Kraft 
— Amir qut die oberhalb der TT’ befindliche Wassermasse ausgeübt. 


All 


Fassen wir nun alle durch die Ebene 7'7” aufwärts und abwärts bewegten Wasser- 
teilchen zusammen, so ergibt sich die gesamte in der Ebene 77" infolge der Querbewe- 
gungen ausgeübte Kraft 


(Am Av) 


I". . . . . . . 
2 : 


wenn Av allgemein den entspreehenden Geschwindigkeitsunterschied der aufwärts und 
abwärts bewegten Wasserteilchen gegenüber der mittleren Geschwindigkeit » in der 


Ebene 77’ bedeutet und = den Massenaustausch durch die Fläche in der Zeiteinheit. 


Den Gesamtwiderstand in der Ebene 77’ auf die Flächeneinheit 


dv Jv) 
Vı + W; 7% Fr 


iv 
setzen wir nun = (14 + 
Das ist zulässig, solange wir # nicht anderweitig festgelegt haben. 
Für die Größe von 
It 


(12) 


haben wir nun einige Anhaltspunkte: 
An der (glatten) Sohle muß die Aufwärts- und ÄAbwärtsbewegung der Wasserteilchen 


. 4 . . 
in der Richtung und damit der Ausdruck I nn —= (0 sein; ebenfalls ist der Aus- 
druck an der ebenen Oberfläche null. Zwischen beiden Grenzen wird 2 Ze irgendwo 


seinen Höchstwert haben; und zwar wird dieser Höchstwert der Sohle erheblich näher 

liegen als dem Wasserspiegel, weil gerade die großen Geschwindigkeitsunterschiede in 

der Sohlennähe die Aufwärts- und Abwärtsbewegung der Wasserteilchen verursachen. 

Durch den Nenner dv/dz in Gl. (12) wird der Höchstwert von us dagegen weiter nach 
oben verschoben. 


Wir nehmen jetzt für näherungsweise einen para- 
| bolischen ') Verlauf an nach der Gleichung 
| z’h 
| = 4 (u; . (13) 
und haben dann als Gleichung der Quer-Geschwindigkeits- 
a kurve bei einem Gefäll J 
| 
dv 
| = == . . . 
(u) dz u) + (14) 
| + 4 (ug max’ 3 
H 
| | Hierin hat der sehr kleine Wert für «, nur in der Nähe der 
u = Sohle erheblichen Einfluß, und es ist daher für die erste an- 
ee genäherte Lösung der Gl. (14) zulässig, die in Abb. 3 dar- 
| N gestellte Verteilung der /4- und 4#s-Werte über die Senk- 
14 rechte durch die punktierte Linie zu ersetzen nach der 
NN Gleichung 
4 (z+a).h 
Abb. 3. (15), 


') Diese Annahme ist lediglich dadurch gerechtfertigt. daß sie wegen der Grenzbedingungen auf 
keinen Widerspruch stößt und in ihren Ergebnissen mit der Wirklichkeit gut übereinstimmt. 
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daraus ergibt sich nach Gl. (14) 
dv 
dz u 4 [u] (2-+ a) 
und integriert 
17) 
Setzt man hierin die Grenzbedingungen ein (für z= 0 ist » — UV und für z— HM ist 
v = v,), dann lautet die Gleichung 
In In 4 ) 
a a 


= == U 


II+a 11 
In In (\ + ) 
A a 


wie Gl. (9). Hierin können wir auch den schr kleinen Wert « aus der Bedingung be- 
stimmen, daß für > = (0) an der Sohle 


dv ro Y H J 
de H\a 
In + ) 
oder 


dA 


H 
In [1+ ) 
wie in Gl. (10) sein muß. «a ist eine sehr kleine Strecke. Beispielsweise ist für eine 
mittlere Wasserwärme von rd. 131, °% "—=rd. 1,2 10-7 m/sek, dafür ergibt sich 
1,2 vo 
da= (alles in m und sek). 


H 
+ ) 


a 
Die sehr gute Uebereinstimmung der Gl. (5) für das Kreisrohr und (9) für breite 
(erinne mit der Wirklichkeit erkennt man soiort, wenn man die gemessenen Geschwin- 
diekeiten auf einseitig logarithmisch geteiltes Papier auiträgt. 


Go 91 7 


Abb. 4. 


In Abb. 4 sind 4 Geschwindigkeitsmessungen in einem Kreisrohr von 1608 mm 
Durchmesser der Central del Cinca der S A. Hidroelectriea Iberica — Bilbao aufgetragen '). 
Die Messungen sind über den ganzen Halbmesser verteilt und bis auf rd. 70 mm an die 
Wand ausgedehnt. Sie bestätigen sämtlich das Gesetz der logarithmischen Geschwindig- 
keitsverteilung. Die gemessenen Geschwindigkeiten waren die folgenden: 


!) Die Messungen sind ausgeführt von den Verkstaden Kristinehamm in Schweden; die Ergeb- 
nisse wurden mir von Herrn Dr, Ott in Kempten freundlich zur Verfügung gestellt, 


+ + + 4 4 + + + + 4 4-4 4 
20 | | | 
| 
1 

+ 
1 

I | 
| 
| | + + + + 4 + + 
| 
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auf senkrechten Durchmesser auf horizontalem Durchmesser 

Messung I Messung II ' Messung III Messunz IV 
| | 
für o=0 mm | v= 2,45 m/sek | 1,105 m/sek o=( mm v= 2,47 ın/sek 1,085 m/sek 
900,755 >» 2.37 » | 1,085 » 204,5 » 2,425 > 1,085 » 
375,75 >» 2,285 >» 1,035 > 379,5 > 2,34 + 1,045 
205.75.» 2,185 > | 0,985 » 509.5 » 2,26 » 1,02 » 
580,75 > 211 0,945 584,5 >» 2,175 » 0,98 » 
655,79 2.015 >» 0,885 » 659.5 2,065 >» 0,95 
730,75 1,76 » 0,785 134,5 » 1,855 > 0,850 . 


Abb. 5. 


rechts 


+ 


| 


N) 


0,07 


01 


Abb. 6. 


Weiter sind in Abb. 5 und 6 die neuesten genauen Messungen der Geschwindig- 
keitsverteilung von Nikuradse') auigetragen, und zwar in Abb. 5 für Kreisrohr von 
28 mm Durchmesser und in Abb. 6 für breiten, rechteckigen Querschnitt von 8 mm Weite. 
Die Messung für das Kreisrohr ist bis auf rd. ein Hundertstel des Halbmessers in die 
Wandnähe ausgedehnt. Beide Messungen stimmen auffallend gut mit dem logarithmischen 
Verteilungsgesetz überein. Aus dem Schnittpunkt der logarithmischen Linie mit der Null- 
linie ergibt sich auch der Wert a der Gl. (5) und (9), und zwar außerordentlich klein, 
wie die Gl. (10) erwarten ließ. 

Wegen der Uebereinstimmung der Geschwindigkeitsverteilung in Senkrechten 
offener Gerinne kann auf die Veröffentlichungen unter Anm. 6 verwiesen werden, 


Die Randbedingung an der Oberfläche _ für — würde auch erfüllt sein, 


wenn man die 4 + #»-Linie benutzt und nicht durch die bequeme punktierte Näherungs- 


I, J. Nikuradse, Untersuehungen über die Geschwindigkeitsverteilune in turbulenten Strömungen. 
VdI-Verlag 1926. 
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linie ersetzt bätte. Praktisch macht diese Abweichung sehr wenig aus und man kann 


daher die Gleichungen (5) und (9) als recht gute Näherung der Quer-Geschwindigkeits- 
kurve ansehen. 


Im Anschluß an diese Dar- 
stellung sei noch darauf hingewiesen, 
daß sich auch der Einfluß der Wand- 
rauhheit in dieser Weise anschaulich 
deuten läßt. Denkt man sich die 
Wandrauhigkeit, wie in Abb. 7 an- 
gedeutet ist, als Wandvorsprünge, so 
kann die Seitengeschwindigkeit in die 
Lücken bis auf den Grund eintreten 
und {4 ist dort, wo die mittlere Längs- 
geschwindigkeit v in den Lücken in 
der Nähe der Vorsprünge gleich 0 ist, 
nicht mehr gleich 0, sondern hat schon 
eine einflußreiche Größe. Es fällt da- 
her von der ursprünglichen (@uer- 
(seschwindigkeitskurve anb für glatte 
Wandung infolge der Wandraubigkeit 
das Trapez acdb fort. Hierzu kommt 
allerdings wohl auch noch eine ge- 
wisse Beeinflussung von Hymax durch 
die Rauhheit. 

Auch eine Potenzkurve würde sich möglichenfalls für die Verteilung der Ge- 
schwindigkeit nach der Tiefe mit etwas abgeänderten Annahmen in der gleichen Weise 


begründen lassen; nur darf auch dann der Nullpunkt von » nicht mit dem Anfang der 
Kurve zusammenfallen. 752 


Über Seilsteifigkeit. 


Von GEORG HAMEL in Berlin. 


ie Theorie der vollkommen biegsamen (idealen) Seile (Fäden) ist seit dem 18. Jahr- 

hundert allgemein bekannt, ebenso die der elastischen Drähte. Ueber steife Seile, 

d. h. Seile mit einem Biegungsmoment, welches der Verbiegung unter Energieverlust 
widerstrebt, gibt es bisher zwei Theorien. Die erste!) behandelt die Biegungssteifigkeit 
nach Art der Reibung fester Körper. Findet keine Verbiegung statt, so hat das Biegungs- 
moment eine unbekannte Größe, also den Üharakter einer Reaktionskraft, ist aber durch 
eine Grenzbedingung eingeschränkt. Findet jedoch Verbiegung statt, so ist das Biegungs- 
moment ein eingeprägtes Kraftmoment und erfüllt eine Gleichung, die sich stetig an die 
eben genannte Grenzbedingung anschließt. Man erhält aui diese Weise eine Seilsteifigkeit, 
welche die aus der Praxis bekannten Widerstände befriedigend zu erklären gestattet. Eine 
Schwierigkeit besteht darin, daß die vorhandenen Beobachtungen noch nicht ausreichen, 
jene Grenzbedingung genau festzulegen. 

Die zweite Theorie behandelt die Biegungssteifigkeit wie den inneren Widerstand 
zäher Flüssigkeiten: Das Biegungsmoment ist der Verbiegung proportional und von solchem 
Vorzeichen, daß die Leistung des Biegungsmomentes negativ ist. Leider ist diese von 
Hrn. Bisconeini’) vorgelegte Theorie in allen Pankten unzutreffend, da die Leistung 
falsch berechnet und in der Durchführung ein Näherungsverfahren beliebt wird, von dessen 
Berechtigung man nicht überzeugt wird. 

Im folgenden will ich erstens die zweite Theorie richtig aufstellen, zweitens zeigen, 
daß bei Vernachlässigung der Seildicke eine auch nur qualitative Uebereinstimmung mit 
der Erfahrung ausgeschlossen ist, drittens, daß bei Beachtung der Seildicke zwar eine 


qualitativ richtige Theorie des ablaufenden Seilstückes möglich, eine solche des auflaufenden 
Seilstückes aber unmöglich ist. 


) Hamel, Lehrbuch der Eleinentaren Mechanik, $ 36, erste Aufl., Leipzig 1912. zweite Auil. 1922. 


°) Biseoncini, Sulla imperfetta flessibilitä delle funi, Rend. R. Ace. dei lincei, Serie 6a, 
vol. I, 1925. 


| 
> | 
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Angenommen wird, wie bei Bisconeini auch, stationäre ebene Bewegung, Ver- 
nachlässigung der Trägheit und Stetigkeit der Kräfte und Momente. Ich zeige noch, daß 
eine Aufgabe der beiden letzten Voraussetzungen unwesentlich bzw. unmöglich ist. Unter 
der Voraussetzung stationärer Bewegung kann also die erste T'heorie ein befriedigendes 
Resultat liefern, die zweite nicht. 

Es ist natürlich nicht ausgeschlossen, daß beide Arten von Biegungssteifigkeit neben- 
einander vorkommen, daß also die zweite Theorie die erste modifiziert. Auch bleibt es 
offen, ob etwa die zweite Theorie unter Annahme heftiger Schwingungen ein befriedigendes 
Resultat liefern kann. 


1. Aufstellung der Theorie. Kin steifes, unausdehnbares Seil ist ein Körper 
mit folgender Beschaffenheit: 


I. Es hat eine ausgezeichnete Mittellinie, 

2. diese Mittellinie ist materiell, d.h. sie ist stets von denselben materiellen Punkten 
gebildet, 

3. sie ist unausdehnbar, 

4. die Elemente des Seils, d. h. Stücke, die von benachbaıten Normalebenen zur 
Mittellinie ausgeschnitten werden, bewegen sich wie starre Körper, machen 
also nach 2. noch Drehbewegungen um die Mittellinie, die ihrerseits, abgesehen 
von 3. frei beweglich ist. 

5. Die innere Leistung ist negativ. 

Wir beschränken uns hier auf den ebenen Fall und sehen 


N\ y auch von einer Drehung der Elemente um die Mittellinie ab, so 

daß die Elemente nur die Verdrehung des Bogenelementes (/s 
FR der Mittellinie mitmachen. 

s sei die Bogenlänge des Seils, der Winkel, den die 


im Sinne von s gerechnete Tangentenrichtung mit einer festen 

Richtung (wir nehmen sie vertikal nach unten) im mathematisch 

positiven Sinne einschließt. An einem Schnitt reduzieren wir die 

4 Spannung, welche ein Seilstück mit größerem s auf das vor- 

Ben hergehende ausübt, in bezug auf den Schnittpunkt mit der Mit- 

BEER tellinie und erhalten die Zugkraft Z, den Schub $ (positiv nach 

Abb. 1. links gerechnet) und das Biegungsmoment M (auch positiv nach 

links gerechnet), siehe Abb. 1. Auf das >Seilelement mögen, 

nach denselben Richtungen wie Z und 5 zerlegt, die äußeren Kräfte «ds und Ads, 
ferner das äußere Moment MIds wirken. 

Nach dem Erstarrungsprinzip, angewendet auf ein Seilelement, erhält man dann die 
wohlbekannten Gleichungen 

d8 ds ds 
zunächst für den Fall der Ruhe. 

Nun möge das Seil sich stationär bewegen, d. h. in einer festen Bahn mit konstanter 
Geschwindigkeit v weiterlaufen, so langsam, daß die Trägheitskräfte vernachlässigt werden 
können und dieselben Gleichungen gelten. 

Frleidet das Seil dabei die Verschiebung ds=v dt, so leisten die äußeren Kräfte 
Ads, Mds die Arbeit 


+S+NMN=0. 


»ds: ds +NMds:dg. 
Multiplizieren wir demnach die Gleichungen (1) der Reihe nach mit vds, 0 und "Tas 


und integrieren über ein Stück sı bis s, des Seils, so erhalten wir die Gleichung der Leistung 
dy "fazäs day „ds day aMmay 
= s+ NM s — Is —ds — ds|=0. 
Die Schubkrait S hebt sich fort, ihre Leistung ist null!). v ist wegen der Voraussetzungen 
(2) und (3) von s unabhängig und kann herausgezogen werden. Somit erhalten wir nach 
partieller Integration 


!) Darüber findet man Genaueres in Hamel, Ueber die Mechanik der Drähte und Seile, Sitzungs- 
ber. Berliner Mathem. Gesellschaft, XXV, 1925/26, 


| 
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Die drei ersten Glieder bedeuten zusammen die PEN der äußeren Kräfte, also stellt 
das letzte Integral die innere Leistung Z/, dar: 


S 


d’y dı/o 
L=-viM "as=—e[Mm ds. 
ds“ ds 
‘1 
Nun sei » positiv. Wir bekommen dann eine negative Leistung der inneren Kräfte, wenn wir 
a? 
ds ds” 


mit © > 0 setzen'!). Dies ist auch der einzig mögliche Ansatz, wenn M einer Ableitung 

von 1/o proportional und die Leistung stets negativ sein soll. Mit unserem Ansatz be- 
kommen wir aus den Gleichungen (1) die neuen Gleichungen: 

dpx dy ds 

ds ds d8 ds ds‘ 


Darin sind S und Z unbekannte Reaktionskräfte, es muß nur noch Z>0 sein, da das 
Seil keinen Druck aushalten kann. 


2. Das Sonderproblem, die Grenzbedingungen. D 
Es sei nun ein Seil der bisber behandelten Art um ein kreis- 
föürmiges Rad gelegt, das von ihm angetrieben wird. Es 
sind drei Stücke zu unterscheiden: das auflaufende Seilstück 
— a <s<s, das Seilstück auf dem Rad so ssı und das 
ablaufende Seilstück <®. Asei die Auflaufistelle, B die 
Ablaufstelle.e. Zu A möge g= m zuB aber Y= 9ı 
rehören. und sind als Unbekannte anzusehen. 

Nach den l’rinzipien der Mechanik müssen Z und $S 


[RA72122] 


jedenfalls stetig sein. Wir wollen auch zunächst die Krüm- Abb. 2 
mung und M als stetig ansehen. Dagegen können die | 
\bleitungen =, = und —, also auch 1 in den Stellen A und B Sprünge erleiden, | 
nämlich da, wo %, solche aufweisen. 

Nun ist auf dem zweiten Stück AB die Krümmung konstant, also — A 4 null, 
während I — _ - ist, wenn r der Radius der Kreisscheibe ist, bis zur Seilmitte ge- | 


rechnet. Also haben wir die ersten Grenzbedingungen: In A und B sind 


1 


‚ aloauch ww, resp. 9=9ı. 
ds r ds 


Weitere Grenzbedingurgen erhalten wir so: An den Enden des Seiles, also fürs— 4°) 
sei das Seil nur einem Zug unterworfen, also S,=0, d.h. (- Außer- 


dem sei das Seil dort vertikal, also 9=n im auflaufenden, 9=0 im ablaufenden Teil, 
ferner die Krümmung null, also beiderseits r — 
8 
Auf den freien Seilstücken seien noch %, /, M=0, d. h. wir sehen von jeder 
äußeren Kraftwirkung längs des Seils dort ab. 
Wendet man nun Schwerpunkts- und Momentensatz auf die freien Teile an, so 


müssen für sie die Summe der Kräfte und die Summe der Momente null sein. Da weder 


1 d? 1/o 
I) Hr, Biseonecini berechnet die innere Leistung zu far -ds und setzt M proportional “r 
( 
1 d 1/o 
um eine negative Leistung zu erhalten. Dies trifft aber nur zu, wenn an beiden Enden rn =0 ist. 


”) Hr. Bisconcini hat die Seillänge 1, das ist unwesentlich, wenn aueh nicht für seine Methode, 
die an Schwerpunkts- und Momentensatz vorbeigeht. 


| | 

\ 

\ | 
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in A noch in B noch an den Enden Momente vorhanden sind, müssen die Asymptoten 
des Seils beiderseits dureh A und B hindurchzehen und außerdem ist 


in A Z= Z = 008 ; S= sin Ws, 
in B Z=Zı =Z, 008 9ı; = = — Ze sin Qı. 
Auf den freien Stücken lauten nun die Gleichungen (2) 
dz 18 a’ 
7+Z=0; (07T 
day dy ds‘ 


Die beiden ersten Gleichungen lassen sich integrieren und ergeben mit Rücksicht auf die 
srenzbedingungen: 


in dem auflaufenden Teil: — 008 9, S = Z-o 
in dem ablaufenden Teil: Z= Z, 60817, Su — 2, 309. 
Folglich lautet die dritte Gleichung: 
links 7? sing = — mit | 
ds? 44 4 
rechts mit — \ 
r 
Setzen wir noch links allgemein p=r— w, so erhalten wir links 
g3 == do" SIR 


3. Durchführung. Derablaufende Teil: Wir machen von folgender Näherung 
Gebrauch. Bei genügend starker Belastung (Z, groß) wird g dauernd sehr klein sein, 
nicht so =, das ja — ' werden kann. Folglieh dürfen wir sin g mit p vertauschen und 

erhalten 
ds? 
Das Integral ist, unter Berücksichtigung der Bedingungen für s > +» 


9 


s—#) 


> - 
y=e (3 cos (s— sı)+Y7 sin — sı)) 
mit P, y als Integrationskonstanten. g ist also als Funktion von s eine gedämpfte Schwin- 
. .. d 2 ) 
gung. Aus den Grenzbedingungen für s—=sı, nämlich 9= 9ı, — = — 
d8 r ds“ 


erhält man 


(cos —sı) — sin V 3 (s — sı) 
ra, 3 v3 3 


so daß sich das bisher unbekannte 9ı zu Jı = ergibt, also positiv, wie die Abb. 2 
zeigt. Dies widerspricht den üblichen Zeichnungen, was aber noch keinen Widerspruch 


mit der Erfahrung bedeuten muß, @ ist in der Tat klein, wenn 9, klein, d.h. Z, gegen 
4 eroß ist. Die Zugkraft Z, wirkt an dem um e=r(1 — cos 9ı) verkürzten Hebelarm, 


— —ı’= 
2 2r 2r \Z. 
Coulomb gab statt dessen aus der Erfahrung die Formel 
b 
— 


also von r unabhängig '). Jedenfalls ergibt sich qualitativ die erfahrungsmäßige Erscheinung 
am ablaufenden Seilstück. 

Nun das auflaufende Seilstück. Machen wir hier dieselbe Annäherungsbe- 
trachtung (w ist jetzt klein), so bekommen wir 


a’ 


') Weitere Literatur siehe Eneyclopädie der math. Wiss. IV. 10 (v. Mises) Nr. 20c. 
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also jetzt, da w für s-> — © mitsamt den ersten Ableitungen klein werden soll, 


Damit aber lassen sich die Grenzbedingungen bei A nicht erfüllen. Auch ohne Ver- 
nachlässigung kann streng bewiesen werden, daß eine Lösung von 


d’ 
a 8” 
welehe für s—s die Grenzbedingungen (unbekannt), 
ds 


erfüllt, unmöglich lim w=0 erfüllen kann. 


Denn gäbe es eine solche Lösung, so folgte aus der Differentialgeleichung nach 


Multiplikation mit — und partieller Integration von s—s, an 
8 


ap" "ds — (cos os Wo). 


Setzen wir s— — 6, so bekommen wir 


dın d? w 
( .) do (cos IS 
do 80° 2 do” 

also 


dwd? 


da do® 


‚0 
Da das erste Glied der rechten Seite gegen 2 “,’ sin? ” > 0 strebt, das zweite mit 0 wächst 


und sicher positiv ist, so ist die rechte Seite für 6 > 9, sicher größer als eine feste positive 
Zahl Also 


dawd?w 
— für 
also \2 
do do/ı 
1? 
Mithin —» und so kann nicht w->0 gehen. Der Fall. wo — 0, = 0 ist wegen 
( 
und ausgeschlossen. Also müßte das auflaufende Seilstück 
8 | r 


eine Gestalt haben, die schon qualitativ jeder Erfahrung widerspricht. 

Endlich noch das Seilstück auf dem Rad. Hier wird die Dicke 2 & des Seiles 
von Bedeutung. Seien N und AR Normaldruck bzw. Reibung zwischen Seil und Rad, so 
ist in die Gleichungen (2) zu setzen 


= —R, .—N, 
Dagegen ist —— —0, da 2 konstant gleich — ist. Also bekommen wir ans (2) 
d8 8 r 
Z r 1 d 
ds r r ds 


Aus der letzten Gleichung sieht man, daß bei ©=0, $=0 sein müßte. Da S stetig sein 
ınuß, müßten auch in A und B 8, resp. Sı null sein, d.h. W%—=0, %Yı—0. Das aber 


widerspricht %ı — Ohne Beachtung der Seildicke ist also die Theorie un- 
durchführbar. Aus der ersten und letzten Gleichung erhält man 
& € ı 1 ds 
(es ist sicher &<r). Aus der zweiten Gleichung und aus dieser Beziehung weiter 
1 
2 - — 20 
ds“ 


| 
| 
| 
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Da noch R=fN sein muß, wo f der Reibungskoeffizient ist, so folgt für das Stick A B 
nur die Difierentialungleichheit 
e|\ds r | 
die für e=0 in die bekannte Eulersche übergeht und integriert eine bekannte Ungleich- 
heit für Z und Zı ergibt. 


’ 


4, Berücksichtigung der Trägheit. Die Theorie wird nicht wesentlich schwieriger, 
wenn man die Trägheit beachtet, aber an der Annahme stationärer Bewegung festhält. 
Sei / die Dichte des Seils, # der Querschnitt, / das Trägheitsmoment des Quer- 
schnitts, so sind die Gleichungen (1) zu ersetzen durch 


ds ds ds ds ds’ de dt? 


Angenommen ist, daß der Massenmittelpunkt des Seilelementes auf der Mittellinie liegt. 
Da die innere Arbeit sich nicht ändert, bleibt der Ansatz 


2 
ds“ 
Mit z=/=M—0 ergeben sich für die freien Seilteile die Gleichungen 
7 — konst. , 
die sich unter Benutzung der Grenzbedingungen zu 
Z=H+(Z,- Heosy und S=—(Z, - H)sing 


für das ablaufende Stück und 
Z=H-—(Z.— IH) und — H)sing 
für das auflaufende Stück integrieren. 
Damit nimmt die Momentengleichung die Form an (ablaufender Teil) 


d’y 
— — H)sin9go=G 
C d Pr: (Z, ) d 
. . Z II G / . 
wo zur Abkürzung ( 4 gesetzt ist. Mit — — und sp undsing”=Yy 


während für den auflaufenden Teil mit ”* —* 


=, g=-n— 
daraus wird (? > 0). 
Die zugehöriven determinierenden Gleichungen 


u? u? —= (0 == oder 
haben bei «> 0 eine positiv reelle Wurzel und zwei Wurzeln mit negativ reellen Be- 
standteilen. In diesem Falle bleibt also wesentlich alles beim alten. 

Wenn aber «<{0 (d.h. v» so groß, daß 7 >Z, bzw. Z-„), so gibt es sicher eine 
negativ reelle Wurzel und zwei Wurzeln mit positiv reellen Bestandteilen. Auch hier 
bleibt prinzipiell alles dasselbe, nur daß sich die Rollen von ablaufendem und auflau- 
fendem Teil vertauschen. 

Günstig wäre der Fall Zu > HD Z_-,, weil sich jetzt beiderseits die Grenzbedin- 
gungen an der Auflaui- bzw. Ablaufstelle erfüllen ließen. 

Die Ablösungsstellen A und B liegen jetzt nicht auf den Asymptoten. Die Diffe- 
rentialgleichung läßt sich wegen singds=dy auch 


1 


ca“? —(2,— 
«8 


schreiben, was integriert 


ds o 
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gibt. Wegen @ 2 _09 an beiden Enden gibt das 


ds 
— (Z, H)(y, — yı)=@ l’r 
also 1 @ 

Einen Ausnahmefall bildet Z,= H, was bei sehr großer Geschwindigkeit eintreten könnte. 
Dieser Fall nimmt, wie man überblickt, in jeder Beziehung eine Ausnahmestellung ein. 
Es kommt ihm aber wohl keine praktische Bedeutung zu, da bei großen Geschwindigkeiten 
sicher nicht mehr stationäre Bewegung angenommen werden darf. Diese Bemerkung be- 
trifft alle zuletzt behandelten Fälle 0). 


5. Sind Unstetigkeiten möglich? Man könnte daran denken, durch Annahme 
von Unstetigkeiten stärkere Uebereinstimmung mit der Erfahrung zu erhalten, zumal in 
der Ruhelage an den Stellen A und B sicher Unstetigkeiten der Krümmung eintreten werden. 

Z und $ müssen nach den Prinzipien der Mechanik sicher stetig sein, da unend- 


liche Massenbeschleunigungen durch die Annahme stationärer Bewegung ausgeschlossen 


sind. Dagegen könnten M und damit auch die Krümmung —@7 an den Stellen A und B 


ds 
unstetig sein. 


Aus der dritten Gleichung von (3) folgte durch Integration über die Sprungstelle 
und Grenzübergan 2. 
gang 
ds“ d8 


Wie eine leichte Rechnung zeigt, genügte formal die gewonnene Konstante a7, d.h. 


der noch zur Verfügung stehende Sprung der Krümmung, die Grenzbedingungen für das 


auflaufende Seil zu befriedigen. 

Aber man käme zum Widerspruch mit dem Energiesatz: der Sprung bedeutete 
einen Gewinn an Energie. Es ergäbe sich nämlich durch Integration über die Sprung- 
stelle und Grenzübergang für die positive Größe 

+: 


daMd 

ER ds? ds ds ds 

oder nach der dritten Gleichung 
+0 +0 
a 
ds ds“ ds ds ds 
—V 


oder wegen der Endlichkeit von S und M und der Stetigkeit von 


ds 2 ds ds? ds 2 ds 
d d? a? G dy\: 
ds ds ds ds ds ds 2 ds 


(Hier sind die Funktionswerte vor dem Sprung gemeint.) 
Nun ist nach (4) 


und da nach dem Auflaufen ° F% _. 0 ist, so ist vor dem Auflaufen 


ds” 
ad? G ,d 
— 
ds? ds? C ds 
Setzt man dies oben ein, so bekommt man 
2 2 2 | ‚\2 
ds de ds ds 2 ds (ds des 2 ds 
dp ‚dy 1 day ‚dy dayp\? 1 dy\? 
(+5) 
ds 2 | ds ds T ds 2 ds 


und damit einen Widerspruch. Annahme von Unstetigkeit ist also unzulässig. Es ist ja 
auch plausibel, daß Seilsteifigkeit, die doch einer Verbiegung Widerstand entgegensetzt, 
keine plötzliche Verbiegung zulassen wird. 7A 


Berlin, im Oktober 1926. 


| | 
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Festigkeitsberechnung von rotierenden konischen Scheiben. 
Von E., HONEGGER in Zürich. 


ie Festigkeitsberechnung konischer Scheiben wird dadurch erschwert, daß die Dijie- 
rentialgleichung, auf deren Lösung das Problem hinausläuft, durch die gewöhnlichen 
Funktionen nicht integriert werden kann, sondern zu unendlichen (hypergeometrischen) 
Reihen führt '). Konische Scheiben sind aber, besonders im Dampfturbinenbau, sehr ver- 
breitet und ihre Beanspruchung ist bisher allgemein nur mit Hilfe der bekannten Nähe- 
rungsimethoden berechnet worden. Die nachfolgende strenge Lösung kann mit den Nähe- 
rungsverfahren sehr gut konkurrieren, da ihre praktische Anwendung weder zeitraubend 
ist, noch größere mathematische 


£=0 Kenntnisse voraussetzt: die ein für 
= | allemal bestimmten Funktionswerte 
E r. A können für jeden einschlägigen 


En Fall benutzt werden. 

Das Lösungsverfahren ist zu- 
\ erst in der Dissertation des Ver- 
\ fassers entwickelt und auf einige 
Spezialfälle angewandt worden. 
Die nachfolgende Erweiterung löst 
die Auigabe vollständig und bezieht 
jede nach außen verjüngte konische 
Scheibe in ihren Bereich. 

Gestützt auf den Satz von 
Castigliano ist die vorliegende 
Abb. 1. Aufgabe im »Engineering« vom 
d., 26. Januar und 18. Mai 1923 


ebenlalls gelöst worden. 


Der nachfolgenden Untersuchung liegen die üblichen vereinfachenden Annahmen 
zugrunde, deren Zulässigkeit durch die Erfahrung reichlich erwiesen ist. 


Bezeichnungen, sofern diese nicht aus Abb. 1 hervorgehen. 
u kg/em”! sec? spezifische \asse. 
sec=' — Winkelgeschwindigkeit. 
l! kg/em”? — Elastizitätsmodul (2,1 > 10° für Stahl in Rechnung gesetzt). 


v — (Juerkon traktionskoeffizient (0,3 für Stahl in Rechnung gesetzt). 

S em radiale Verschiebung. 
ab aka+1)b(b+1) „ ala+VD(a+2)b(bı +1)(b + 2) 

Filabe)=1-+ t-+- 
2'c(c+1) +2 
(1 u 
E 


(Punkt) — Ableitung nach (Strich) = Ableitung nach 


1. Ableitung der Grundgleichung. Das Gleichgewicht der radialen Kraftkompo- 
nenten an dem in Abb. I hervorgehobenen Element der Scheibe führt zu der Gleichung: 


d(orhrdg) 
( 


— Ir—=rdydrhruw? 


dr 


d 


Spannungen und Formänderungen sind durch die Bedingungen: 


- 


E d: E d: 
1 — vr?’ \dr 1 — \r dr 


) Man vergl. z. B. A. Stodola, »Dampfturbinen«: IV. Aufl., S. 244 oder VI. Aufl., S. 312 bis 326. 

»Festirkeitsberechnung von Kegelschalen mit linear veränderlicher Wandstärke«e. E.T.H. 1919. 

Die theoretischen Grundlagen zu diesen Arbeiten hat Iir. Professor Meißner entwickelt und 1914 
erstmals in seiner Vorlesung vorgetragen. 
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miteinander verknüpft. Durch Einsetzen dieser Ausdrücke geht Gl. (1) in die nachfolgende 
Difterentialgleichung für die radiale Verschiebung 5 über: 


MR dh \d5 dh _1i-r, 2,03 
hr + = E hr . (2). 
Die Scheibendicke sei durch den Ausdruck gegeben: 


wo b für eine nach außen verjüngte Scheibe negativ ist. Es empfiehlt sich, an Stelle von 
- eine neue unabhängige Variable ? einzuführen, welche für die Scheiben-Achse mit r 
verschwindet und für den Kreis RZ, auf welchem die Dicke zu Null wird, den Wert 1 an- 
nimmt. Die ganze Scheibe liegt daher zwischen den Argumenten O0 und 1, und es gelten 
die Beziehungen: 

a b d ba 

Durch diese Variablen-Transformation geht die Differentialgleichung (2) in die 
"orm über: 


t t—1/dt t/tt-—D E 

Die vollständige Lösung dieser Differentialgleichung zweiten Grades besteht aus 
einem sie befriedigenden Partikulärintegral, additiv verbunden mit zwei, mit Integrations- 
konstanten behafteten Lösungen der reduzierten Gleichung. Die reduzierte oder homogene 
Diiterentialgleichung geht aus (5) durch Nullsetzen der rechten Seite hervor. Die beiden 
Integrationskonstanten sind so festzulegen, daß die Randbedingungen befriedigt sind. 


2. Integration der reduzierten Differentialgleichung. DieDifferentialgleichung: 


entspricht der Normalform der hypergeometrischen Differentialgleichung. Ein erstes Inte- 
gral läßt sich daher ohne weiteres angeben: 


2 1:3 
3 3 3 3 m, 
213-4 
in welcher Schreibweise die Abkürzung eingeführt wurde: 
-V5—4r. 


Durch Einsetzen kann leicht nachgewiesen werden, daß die hypergeometrische Reihe 
(7) die Gl. (6) befriedigt. 
Die ebenso leicht zu ermittelnde zweite, von der ersten unabhängige Lösung nimmt 


die Form an: 


und wird daher unbrauchbar, da der negativ ganzzahlige Faktor — 1 im Nenner, um I 
vermehrt zu Null wird und alle Glieder der unendlichen Reihe vom dritten an unendlich 
groß machen würde. Eine brauchbare zweite Lösung kann aber durch einen Grenzüber- 


gang, der das unbegrenzte Wachsen der Glieder von &, vermeidet, durch passende Kom- 


bination von (8) mit (7) gefanden werden: $, wird unbrauchbar, weil der dritte Faktor der 
hypergeometrischen Reihe negativ und ganzzahlig ist, welcher Umstand seinerseits eine 
"olge des ganzzahligen Zählers des ersten Summanden im Koeffizienten von 5° in Diffe- 
rentialgleichung (6) ist. Die Reihe wird hingegen endlich, wenn die störenden ganzzahligen 
"aktoren um eine kleine Größe vermehrt werden, welche dann später wieder verschwindend 
klein werden soll, nachdem durch Multiplikation mit einem passenden konstanten Koeffi- 
„\enten das Unendlich-Werden der spätern Glieder vermieden wird. 

Der angedeutete Uebergang soll aber hier nicht weiter ausgeführt werden: in der 
angeführten Dissertation ist er ausführlich besprochen; eingehende Angaben darüber sind 


| 

| 
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zu finden in der Autographie »Ueber die hypergeometrische Funktion« von Prof. Felix 
Klein (Teubner, 1906). An dieser Stelle sei nur das ermittelte Endergebnis angeführt, 
dessen Richtigkeit wiederum durch Einsetzen in die Differentialgleichung (6) geprüft werden 
kann: 


worin ©, (ft) eine unendliche Reihe ist, deren Gesetz lautet: 


v! 
v—1 
1 1 
3 3 I+n 
n=0 


Sowohl S, als 5, konvergieren sicher, falls *<{ ı ist. Jedoch wird die Konvergenz 
mit zunehmendem Argumentwert schlechter; schon für {= !/; müssen mindestens die ersten 
20 Glieder der Reihen benutzt werden, soll der Funktionswert mit der wünschenswerten 
Genauigkeit berechnet werden. Für noch größere ? würde die Berechnung schon sehr 
beschwerlich. Es empfiehlt sich daher die gefundenen Lösungen nur im Bereich von 0 bis 
'/ zu benutzen und für das Intervalli—= '/, bis t — 1 weitere Integrale zu suchen, welche 
durch Potenzreihen nach (1 — f) zu berechnen sind. — Die Differentialgleichung (6) wird 
durch die Variablen Transformation 

in die Form übergeführt: 
worin mit Strichen Ableitungen nach dem neuen Argument x angegeben sind. Diese 
Difterentialgleichung Kann in ganz analoger Weise integriert werden wie die frühere Form 
(6), aus der sie hervorgegangen ist. Eine erste Lösung lautet: 


2! 1-2 
Nach Rücktransformation des Arguments geht diese Lösung in die Form über: 
3 3 


Auch in diesem Fall muß die zweite Lösung durch Grenzübergang ermittelt werden, 
indem die direkt gegebene Lösung wiederum unendlich groß werdende Koeffizienten auf- 
weist. Die brauchbare Lösung wird durch den Ausdruck gegeben: 


worin: 


v!v! 
v—1 
1 2 
x > — 

3 3 I+n 

\ —+o+n — .-o+n 
2 2 


Damit sind für die beiden Intervalle von O0 bis !/, und von '/, bis 1 je zwei 
Lösungen ermittelt; an der Stelle £= '/, stoßen aber die innern Integrale mit den äußern 
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nicht zusammen. Die stetige Fortsetzung der Lösung $, über /='/, hinaus bis zu t—=1 
kann ohne weiteres durch lineare Kombination von $;* und $,* gebildet werden, indem jede 
lineare Kombination zweier Integrale wiederum eine der Differenzialgleichung genügende 


Lösung darstellt. Werden also die Konstanten «@ und $ so bestimmt, daß die Gleichungen 
befriedigt sind: 


so stellt die zwischen /—=!/s und = 1 bekannte Funktion 
+ 
die gesuchte stetige Fortset- 
zung der Lösung $ı dar. 
Um auch eine zweite 
über den ganzen interessan- 
ten Bereich brauchbare Lö- 
sung zu besitzen, kann in 
analoger Weise die Funktion 
:,* durch Kombination von $ı 
und & über ?Z—!/; hinaus 
bis auf t=0 stetig fortge- 
setzt werden. 
Dieses Vorgehen ge- 
stattet nur relativ gut kon- | 
vergierende Reihen zur Be- 


rechnung zu benutzen. EEE EEE 
In Abb. 2 ist der Ver- Abb. 2. 


lauf der Lösungen als Funk- 
tionen von £ dargestellt, wo- 28 
bei die durch Kombination 
zweier andern Lösungen er- 7,| 
mittelten stetigen Fortsetzun- 
sen strichpunktiert einge- 
zeichnet sind. In Abb. 2a 
sind die ersten Ableitungen 
aufgetragen. Zahlentafel 1 
(s. $S. 124) gibt die berech- 
neten Werte wieder!). 
Entsprechend der all- 
gemeinen Gültigkeit der Diffe- 
rentialgleichung (6) sind auch 
die gefundenen Lösungen für 
alle achsensymmetrischen, 
ebenen Belastungsfälle der 
beliebig großen konischen 
Scheibe gültig. Die einzige ?7 Gr 02 03 
Einschränkung entsteht aus — 
der Anwesenheit der Material-_ 74 
konstanten v; der vorliegen- | 
den Rechnung wurde der für Abb. 2a. 
Stahl und Eisen gültige Wert 
’— (0:3 zugrunde gelegt. Für andere Metalle oder für nicht metallische Baustoffe, deren 
Querkontraktionskoeffizient vr von 0:3 verschieden ist, verlieren die berechneten Funk- 
tionen ihre Bedeutung. 


) Um bei der praktischen Anwendung der Zahlentafel die Rechenarbeit zu vermindern, sind in 
den folgenden Kolonnen auch 


und 


zahlenmäßig angegeben. Durch Division mit R gehen daraus hervor, 


E + v —- bzw. 


S 
r r 


| 
| 
| 
TZ 
09 20 | 
N 
j 
| 
| 
| 
3 | 
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Zahlentafel ı. 


v& | | 

0 0 1 1,300 1,300 
0,05 0,051 12. 1,0455 9,416 —181.13 1,336 1,352 133,98 — 124,63 
0,10  0,10464 1,0963 4,599 — 45,04 1,375 1,410 35,38 — 30,34 
0,15 0,16085 . 1,1528 3,402 19,87 1,415 1,475 16,72 — 13,07 
0,20 0,220 04 1,216 4 2,660 11.07 1,465 1,547 9.98 — 7,08 
0,25 0,282 63 | 1,2879 2,219 — 7,007 1,517 1.627 6,77 — 4,34 
0,30 | 0,349 07 | 1,3710 1,929 — 4,805 1.575 1,720 4,99 2,876 
0,40 | 0,495 95 | 1,5771 1,5736 2,620 1,713 1,949 3,118 |— 1,440 
0,50 | 0,667 07, 1,866 1 | 1,3672 — 1,617 | 1,394 2,266 2,249 | — 0,796 
0,60 0,8724 2,300 1,2351 1,074 1 2,144 2,736 1,736 0,456 6 
0,70 1,137 1 3,027 |1,145 2 0,7494 2,533 3,515 1.411 0,258 6 
0,75 1,302 6 8,6381 |1,1108 0,626 9 2,826 4,152 1,292 0,1810 
0,50 1,502 0 4,490 1,0813 0,5411 3,225 5,053 1,189 0,1356 
0,85 1,7594 5,654 1,0563 0,464 0 3,766 6.275 1,103 0,091 2 
0,90 | 2,110 8 8,917 1,034 7 0,399 S 5,020 9,621 1,030 0,054 9 
0,95 2,7403 |17,85 1,0161 0,345 8 8,240 18,71 0,965 9 0,024 9 
1,00 1 — 0,3000 0,910 0 


Beachtenswert ist der Umstand, daß &,, und damit auch $,* für {=0, und $&,* zu- 
sammen mit 5, für {= 1 unbegrenzt großen Werten zustreben, worauf im Nachfolgenden 
noch zurück zu kommen sein wird. 


3. Das partikuläre Integral der vollständigen Differentialgleichung. Es 
erscheint zweckmäßig, das partikuläre Integral der vollständigen Integralgleichung direkt 
als Funktion von r zu ermitteln, ausgehend von der Gleichung in ihrer ursprünglichen 
Gestalt (2). Nach Einsetzen von (3) lautet diese: 


a+br 


Der Ansatz: 
kr?’ +kır. 
genügt der Differentialgleichung (15), falls über die Konstanten k wie folgt verfügt wird: 
3.(8 
A k Aa Aa ( (17). 


Das partikuläre Integral der vollständigen Differentialgleichung ist also in hohem 
Maße vom Material, aus dem die Scheibe besteht, von ihren Abmessungen und von der 
Rotationsgeschwindigkeit abhängig. Auf die Variable ? umgeschrieben, nimmt der Aus- 
druck (16) nach Einsetzen von (17) die Form an: 


a® 3+r,__ )- 
b® (11+») 5+r)(i+r) (i1+r)E 


und somit 


3 


(1-v?) uw? 
b +») 


(5+»)(1+») 


5+r 


) (18). 


Für ein gegebenes Scheibenmaterial ist somit $, proportional mit R? und @?, weist 
aber im übrigen einen ein für allemal gegebenen Verlauf auf. Mit anderen Worten: ist 
&, für eine bestimmte konische Scheibe und vorgeschriebene Winkelgeschwindigkeit be- 
rechnet, so kann durch eine Aenderung der Maßstäbe das &, für jede andere Scheibe 
und für jede Tourenzahl unmittelbar erhalten werden. 


Für eine Stahlscheibe von R= 100 cm, die mit 3000 t/min rotiert, ist & in Abb. 3 


aufgetragen; die entsprechenden Zahlenwerte sind übrigens in Zahlentafel 2 zusammen- 
gestellt. 
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Zahlentafel 2. 
| 
r em t &, cm 
| 
0 0 0 | 0,000 436 0,000 567 | 0,000 567 
5 0,05 0,002 224 | 453 5s1 | 586 
10 0,10 0,004 521 | 465 592 601 
15 0,15 0,006 861 | 412 599 610 
20 0,20 0,009 237 | 475 604 614 
25 0,25 0,011 612 | 474 607 613 
30 0,30 0.013 967 468 606 607 
| 
40 0,40 0,018 531 442 | 596 551 
45 0,45 0,020 691 423 | | 
50 0,50 0,022 741 398 | 574 534 
55 0,55 0,024 647 369 | 
60 | 0,60 0,026 418 335 | 541 467 
70 | 0,70 0,029 386 254 496 350 
75 | 0,75 0,030 550 208 470 330 
80 | 0,80 0,031 456 156 | 440 274 
SD 0,85 0,032 085 994 | 107 213 
90 | 0,90 0,032 438 0,000 0384 372 147 
95 | 0,95 0,032 470 — 0,000 0266 334 0,000 076 
100 | 1 0,032 170 — 0,000 0965 0,000 293 0 
Das partikuläre 
Integral &, liefert zu- 90 | | 
sammen mit den schon 008, | | 6 \hg/om? 
Sı und $,* der homo- | | | | & | 
genen Ditferentialglei- 003 | 00 
chung die vollständige | | 
| 6, 
Lösung. hat aber | 
auch eine selbständige 00 | | 800 
Bedeutung. wächst 3 
für den Rand der Schei- go, 1 | | 400 
be unbegrenzt, während | a 
&* für die Scheiben | % 
achse unendlich groß m 2 0 60 80cm 30 \ 00 
wird. Für eine un- | 


durchbohrte, bis nach 
R reichende konische 
Scheibe müss»n somit 
beide Integrationskon- 


4 / 4 


Abb. 3. 


- 


stanten, mit welchen 5, und &,* zu multiplizieren sind, gleich 0 gesetzt werden, da sonst 
unbegrenzt große Werte für die radiale Verschiebung auftreten würden, was unzulässig 
ist. Für eine vollständige konische Scheibe gibt also das partikuläre Integral &, direkt 
die radiale Verschiebung an; aus ihr können die auftretenden Materialbeanspruchungen 


gemäß dem Hookeschen Gesetz gefolgert werden. 


den Grenzforderungen automatisch: 


0, 6:5 


= 


wie durch Einsetzen in die Zusammenhangsformeln: 


nachgewiesen werden kann. 


Für die erwähnte vollständige Scheibe sind tangential und radial Spannungen in 
Abb. 3 ebenfalls eingetragen. 


E E 
r 


) und 


In der Tat genügt der Ausdruck (16) 


N 
| 
E 
+ 
— 
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4. Bis zum Außenrand R reichende durchbohrte Scheiben. Obwohl prak- 
tisch kaum von Bedeutung, soll dieser Spezialfall kurz besprochen werden. Da der zuge- 
spitzte Rand vorhanden ist, muß die Integrationskonstante, mit der &, behaitet ist, ver- 
schwinden, weil $, für £= 1 unbegrenzt groß wird. Da aber die Scheibe durchbohrt ist, 
fehlt die Stelle {= 0, an welcher das zweite partikulare Integral der homogenen Differen- 
tialgleichung unendlich groß wird; dessen Konstante muß daher nicht 0 gesetzt werden. 
In diesem Fall lautet die vollständige Lösung: 


I, ist so zu bestimmen, daß die für die Bohrung geltenden Randbedingungen erfüllt sind. 


Ist der Rand, wie in dem betrachteten Beispiel angenommen, vollkommen frei, so muß dort: 


r=n 


‚= 0 sein, also + KR; &*' +» 


2009 een In Abb. 4 ist der De- 
Ay/cm? | | | | formations- und Beanspru- 
| EEE = | chungszustand einer mit 

| | 3000 T./min. rotierenden 


Scheibe von wiederum 
100 cm Radius, aber mit 
| | | einer Bohrung von 10 cm 
7600, 199 Durchmesser dargestellt. 
| | Die Gegenüberstellung der 
| Abb. 3 und 4 illustriert die 
6 | | | | Ä | 2 bekannte Tatsache, daß 
| | | | eine kleine Bohrung etwa 

| | a “Tr eine Verdoppelung der Um- 
| | | fangsspannung nach sich 
| 1907 zieht; die durch die Boh- 
| | | | | | rung verursachte Störung 

| | | klingt mit wachsendem Ra- 
Ki MM 80 30cm dius rasch ab, um schon 
bei r=20cm, im vor- 
_ liegenden Beispiel, ganz 
4 unwesentlich zu werden. 
A Die nämliche Scheibe 

5000 mit sehr großer Bohrung, 
100 em Durchmesser, ist 


Orr / 

Or! / 6 

in Abb. 5 behandelt. Die 
gm! ; #000 vadiale Spannung tritt nun 
$ N weit hinter die Tangential- 
cm spannung zurück, obwohl 


14 3000 der Scheibencharakter 
f 6, immer, noch vorherrscht, 
/ wie der Vergleich mit der 


7 000  gestrichelt eingetragenen 

Umfangsspannung eines 
7 gleich schnell rotierenden 
7 00 freien Ringes vom betref- 


fenden Radius zeigt. 


| 5. Volle Scheibe, 
20 30 68% 70 60 30cm 100 die nicht bis zum zu- 
—— R reicht. Ist der zuge- 
Abb. 5. spitzte Rand nicht vor- 
handen, indem die Scheibe 
innerhalb desselben durch einen konzentrischen Kreiszylinder begrenzt wird, so liegt 
gewissermaßen der, dem soeben besprochenen entgegengesetzte Fall vor, bei welchem die 
Deformation gegeben wird durch: 


pe” 
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da die Konstante vor £* Null gesetzt werden muß. Den Bedingungen am Umfange kann 
darch passende Wahl von X, immer entsprochen werden g\ 


Abb. 6 veranschaulicht den Spannungsverlauf und den Deformationszustand für zwei 
verschiedene Berandungen unter der Voraussetzung, daß der Umfang spannungsfrei sei. 
Die gegenüber der voll- 
ständigen Scheibe einge- Agent | | £ 
tretene Verschiebung wirkt 0.030 
sich nicht mehr rein örtlich cm 
aus, sondern sie kommt als 8 0020 
Entlastung bis in die Mitte 
der Scheibe zum Ausdruck. 

In Abb. 6a ist das 
elastische Verhalten der 
nämlichen Scheibe von 0 
so em Außenradius bei 


einer Belastung des Um- — 


| [RA724 26) 


fanges durch eine Radial- er 
spannung von 1500 kg/cm’ 

dargestellt. Die berech- 

neten Spannungen schwan- 
ken in sehr engen Gren 
zen: die Radialspannung 
zwischen 1477 kg’cm? in 
der Nähe des Umfangs und 


| 
1697 kg/cm? etwas inner- | 
halb des mittleren Radiu- 800 | | | 
| 


Abb. 6. 


ses, die Tangentialspan- 

nung nur zwischen 1532 200 
kg/cem? in der Scheiben- 

mitte und 1670 kg/em’ | 
beim mittleren Radius. Die + 
Extremalwerte bleiben also R 
innerhalb + 7'/; vH der 
mittleren Beanspruchun- - 
gen. — Entsprechend dem 
ausgeglichenen Spannungs- Abb. 6a. 
zustand ist die radiale 

Verschiebung nahezu genau proportional dem Radius. 


Angesichts dieser Tatsache erscheint die Herstellung von Scheiben gleicher Festig- 
keit mit ihrem doppelt gekrümmten Profile technisch kaum berechtigt, zumal die an und 
für sich schon kleinen Spannungsschwankungen in der konischen Scheibe um so belang- 
loser sind, als die Spannungshöchstwerte im mittleren, gut’durchgeschmiedeten Scheibenteil 
auftreten. Eine leichte Entlastung des massigeren zentralen Teils kann nur begrüßt werden; 
das Gleiche trifft auch für den äußersten Rand der Scheibe zu, im Hinblick anf_die dort 
am meisten zu befürchtende, mögliche zusätzliche Beanspruchung durch Vibrationen. — 
Für die Bearbeitung in der Werkstatt ist aber die konische Scheibe der komplizierteren 
Scheibe gleicher Festigkeit weitaus vorzuziehen. 


07 


0 0 07 08 
| 70 20 30 #0 50 60 70 80 cm 
| [RArzuZea] 


6. Scheibe ohne singuläre Stellen. Die meisten technisch verwendeten Scheiben 
sind innerhalb des Kreises R, für welchen die Dicke zu 0 wird, begrenzt und sind durch- 
bohrt: die beiden singulären Stellen {=0 und t=:1 kommen also gleichzeitig nicht vor, 
weshalb die vollständige Lösung gegeben ist durch: 


E=-&+Kı + fı*. 


!) Die Funktion £} befriedigt die Bedingung: 
t=0 0, 


automatisch in gleicher Weise wie #,. In analoger Weise genügt auch &|* der an der andern singulären 
Stelle geltenden Forderung: 


tel H=(. 


I 6, | 
om 
| 
— EI 002 
| 
ä 
ä | 
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Die beiden noch zur Verfügung stehenden Integrationskonstanten X, und Ä, gestatten 
die Lösung den Bedingungen beider Ränder anzupassen. 

In Abb. 7 ist Beanspruchungs- und Deformationszustand einer Scheibe von 160 cm 
Durchmesser und 40 cm Bohrung, A wiederum gleich 100 cm, dargestellt, bei Rotation mit 


| 3000 
| 
cm | 
005 2000 
7000 


A= m 20 30 4050 89 70 80 I0 cm 700 


Abb. 7. 


53000 T/min. und spannungslosen Rändern. Wie ersichtlich, steigt die Bohrung-Randspannung 


auf nahezu 3000 kg/cm?’, während die Höchstspannung in der analogen, nicht durchbohrten 
Scheibe nur 1215 kg/cm? erreichte (Abb. 6). 


In Abb. 8 ist noch ein technisches Beispiel behandelt: Der äußere Rand der Scheibe 
ist durch eine Radialspannung von 1200 kg/cm? belastet, während die Bohrung mit einem 
2800 

2400| 


| 
2000 


4 


7600 004} } 


| 
7200 \ 003 


800 


RArzuZ8l es 


Nabenring versehen ist. Die Berechnung ist für drei verschieden starke Naben durchgeführt. 
Die günstigste Spannungsverteilung tritt bei der stärksten Nabe ein. — Ein noch voll- 
kommenerer Ausgleich der Beanspruchungen wäre ohne weiteres durch eine proportionale 
Verminderung der Scheiben-Dicke A etwa im Verhältnis 5:4 erreichbar, bei einer ent- 
sprechenden Steigerung der äußeren Randspannung auf 1500 kg/cm?’; die gesteigerte Vibra- 
tionsgefahr läßt aber den Nutzen eines solchen Vorgehens in vielen Fällen fraglich erscheinen. 
— Dieses Beispiel mag genügen um den Beweis zu erbringen, daß auch bei vorhandener 


Bohrung die konische Scheibe mit den besten Scheibenkonstruktionen verschiedenen Profils 
in Wettbewerb treten Kann. 724 


| | | &% | | | | | | 
| N 1 | 
| | | 

[RAr2u 27) 48 72 
ze AN 
| 
| 
za | | | 
Ialo | | 
135, | 
- | | 
Abb. >. 
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Die geführten Schwerewellen an der Grenze zweier 
fließenden Mittel. 


Von KARL ULLER in Gießen. 


1. Kurze Kritik der Meihode des Standwechsels, Wenn die mathematische 
Darstellung der Sinuswelle gesucht wird, die beiderseits der Grenze U zweier Flüssig- 
keiten mit den Dichten D, und D, im Schwerefelde sich fortpflanzt, so geht die Methode 
des Standwechsels von Stationarität aus so vor, daß sie ein fiktiv stationäres, geschlän- 
seltes Geschwindigkeitsfeld in beiden Mitteln sucht und dieses sich dann mit der konstanten 


Geschwindigkeit « längs der Horizontalen bewegt denkt. Für die zweidimensionalen 
Stromfunktionen hat man gefunden 


-Pe?coskx}; tz —Bet:coskx}. . (1); 
».ı und ®%3 sind die konstanten Geschwindigkeiten im Unendlichen. 
In 0 liefert = = 0 als Profil der gewellten Grenzfläche BPeoskx. Die 


noch beliebige Periode 2 z/k der Schlängelung, die präsumptive Wellenlänge, liefert die 
Druckgleichung mit der Grenzbedingung P, = Pı in der Form 


Dı wı? + D; = (Ds — Dı) glk (2). 
Wir können nun leicht beweisen, daß diese Darstellung nur widerspruchslos ist, wenn 
ist. Das verlangt nämlich die Stetigkeit der Normalkomponente w/Ox. 


Dasselbe Ergebnis folgt mit (1) auch aus derselben nur anders gefaßten Grenzbedingung 
"—WY»=c. Denn für 2—Pcoskx=konst. für beide Mittel ergibt sich notwendig 
’"sı=%o2. Erst nach der Gleichsetzung kann man c= ( setzen. Indem man das aber 
von vornherein tat, konnte sich ein etwaiger Einfluß der Grenzbedingungen auf die Faktoren 
”s, und ®%3 nicht geltend macher. Damit ist bewiesen, daß es eine unmöglich 
zu erfüllende Forderung ist, ein fiktiv stationäres Ausgangsfeld zu finden, 
wenn beide Mittel gleiten. Andererseits sehen wir aber auch, daß kein Widerspruch 
erhoben werden kann, wenn nur ein Mittel vorhanden ist, das an den leeren Raum angrenzt. 

Eine ausführliche und eindringende Kritik des genannten Verfahrens und der auf 
ihm beruhenden Helmholtz-Lambschen Formeln wird später veröffentlicht. 


2. Die wahre Lösungsmeihode. Diese wie jede andere Wellenaufgabe ist auf 
eine ganz andere Weise annahmenfrei darzustellen‘, Man muß nämlich, allgemein 
gesprochen, von vornherein aus den Grundgleichungen des vorgelegten Feldes die Glei- 
chungen der möglichen Wellen aufsuchen, eine Aufgabe jedoch, die man bisher nicht 
lösen konnte, nicht etwa wegen mathematischer Schwierigkeiten, sondern wegen Unkenntnis 
eines entscheidenden Wellenprinzips. Eine an der Unstetigkeitsfläche zweier Mittel ent- 
lang laufende Welle, eine geführte Welle, setzt sich nun aus je einem Wellenstück solcher 
Wellen in jedem Mittel zusammen. Die U-Fläche verbindet beide Flanken dauernd mit 
einander und führt diese »Zweimittelwelle« wie ich sie seit langem nenne. Außer den 
Grenzbedingungen des Feldes hat man also noch die Wellenkohärenz-Bedingung einzuführen. 
Denn es gilt der allen physikalischen Theorien vorangehende, wellenkinematische Satz: 
Von welchem Standort auch immer wir die Wellen betrachten, stets haben alle an einer 
U-Fläche zusammenhängenden Wellen gleiche Spurgeschwindigkeit längs der U-Fläche. 
So ist unsere Wellenaufgabe prinzipiell immer lösbar. 


3. Das Gleichungssystem der Welle in der reinen Hydro- und Aerodynamik, 
kurz, Fluidik genannt. Wir nehmen unseren Standort in einem Bezugsystem, in welchem 
der stationäre Teil des äußeren Kraiftfeldes ruht. Bei vielen Bewegungen von Flüssigkeiten 
und Gasen weckt ein Kraftfeld mäßige Verzerrungen und benachbarte Geschwindigkeits- 
unterschiede des Mittels, so daß man dies in erster Annäherung als dichtebeständig und 
frei von innerer Reibung ansehen darf. Wir beschäftigen uns im folgenden mit dem Ge- 
schwindigkeitsfelde (5) in solchen verzerrungsfreien, trägen und homogenen Mitteln von 
der unveränderlichen Massendichte D, die im Innern nur mit dem isotropen Druck P 
gegenwirken; in Grenzflächen lassen wir Grenzflächenspannungen zu. Das äußere Kraft- 
leld setze sich zusammen aus einem stationären Kraftfeld (& — grad /I), wie die Schwere, 
und aus einem veränderlichen (%), das aber auf einen Bezirk beschränkt sei; letzteres 


) K. Uller, Zur Theorie der Wogen. Verhdl. d. D. Phys. Ges. (3), Bd. 6 (1925), Seite 33 bis 
35, Nr. 2. 
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erzeugt in seinem Gebiet die Wellen. Bekümmern wir uns, wie im folgenden, zunächst 
nur um die Wellen außerhalb ihres Ursprungs, dann bleibt das %-ield außer Betracht. 
Wir wollen aber von diesem wellenerregenden Felde voraussetzen, daß es keine Drehungen 
der Teilchen bewirkt. Dann können unter der Wirkung von © auch keine entstehen, 
d.h. es ist zu allen Zeiten rot ”=0. Die Dichtebeständigkeit verlangt dazu dv®=0. Aus 
beiden Voraussetzungen über die Natur des Flüssigen und die Art der Bewegungen folgt 


wenn 2 das Geschwindigkeitspotential dieser Bewegungen bezeichnet. Es läßt sich 
zeigen, daß dies auch die »Wellengleichung« für unser idealflüssiges Mittel ist, obgleich 
in ihr Ableitungen nach der Zeit nicht auftreten und nicht einmal die Dichte, dieser 
einzige Parameter der idealen Flüssigkeit, eine Rolle spielt. Die Wellengleichbung in 
einer unzähen, sonst beliebigen Flüssigkeit lautet für Kleine Verdichtungen und Ver- 


dünrungen — div grad = 0. Wenn nun der Widerstand !'=dP/dD unendlich 


groß ist, verschwindet $£/]’ und die genannte Wellengleiehung geht dann zur Grenze (Il) 
über. In unseren idealisierten Mitteln unterliegen also stationäre und nichtstationäre Be- 
wegungen beide ein und derselben Differentialgleichung und zwar einer parameterfreien. 
Im Falle von Wellen in unseren Mitteln erweisen sich diese als Grenzfälle von Verdich- 
tungs-Verdünnungswellen in einem Mittel von unendlich großer Druckwiderständigkeit. 

Zwischen dem Druck und dem Geschwindigkeitspotential herrscht die aus dem 
Grundgesetz der Mechanik gebürtige Beziehung 


PID=II— grad?2 + konst. 
die wir aber auch schreiben können nl er 
PIDD=-IIl — grad? 22 + konst. 


die hydraulische Energieströmung mißt = 


Ist das Geschwindigkeitsfeld zeitlich ein rein eitterhslie und das quadratische 
Glied in (II) klein gegen die beiden ersteren, dann ist die Bahn!) eines Teilchens im 
wesentlichen ebenfalls eine Ellipse mit einer Umlaufszeit 7. Demnach erhalten wir, wenn 
wir den zeitlichen Mittelwert von P einmal lokal (l) und einmal substantiell (s) bilden 


D 
worin P, = DII, den statischen Druck bezeichnet. Lokal haben wir einen Unterdruck, 
substantiell — etwa in einer winzigen Luftblase im Wasser oder in einem Regentröpfchen 
in Luft — einen gleich großen Ueberdruck, denn die beiden Integrale sind wesentlich 


gleichwertig. 

Aus der Grundgleichung (I), die einer Ueberlagerung von beliebig vielen, sich 
durchkreuzenden Wellen beliebig verschiedener Schwankungsformen eine Bedingung auf- 
drückt, schälen wir nun das Gleichungssystem einer Welle heraus, und zwar zu- 
nächst einmal einer solchen von elementarer Schwankungsform. Das ist, wenn man nicht 
in erster Annäherung mit der idealisierten Welle, der Planwelle arbeitet, nur möglich bei 
Anwendung meines Interferenz Prinzipes?). Es sei jetzt insbesondere $2 das Wellenpoten- 
tial einer Welle im Fließenden. Für eine Welle von elementarer Zeitfiorm hat es 


die Gestalt (t, f) (v ei(vt—b) + 0%. e- } (1). 


Hierin bedeutet v den Topographen, ? die Zeit, v die konstante Flußgeschwindigkeit, 
v—»'+irv' die von uns beobachtete Frequenz » und die positive oder negative Dämpfung 
v', sowie ein angehängtes Sternchen den konjugiert komplexen Ausdruck). Führen wir 
die Wellenform (1) in die Grundgleichung (I) ein, so liefert das Interferenz-Prinzip für 
die Gradienten w' und Ww’ der Phasenflächen D' — konst. und der Amplitudenflächen 


— konst. in der Verbindung w w 


es hat iv die Maßzahl einer reziproken Länge und ® die des Produktes von Geschwin- 
digkeit und Länge. Die Gl. (2) und (3) bilden das Gleichungssystem der Welle (1). In 


) K. Uller, Ueber Flüssigkeitsbewegung bei vibratorischer Erregung. Verhdl. d. D. Phys. Ges. 
Bd. 16 (1914), S. 813. 


2) K. Uller, Das Interferenz-Prinzip, Phys. Zeitschr. Bd. 18 (1917), S. 101. 
3) K. Uller, Grundlegung der Wellenkinematik usw. I, Phys. Zeitschr. Bd. 17 (1916), S. 168. 
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ihm ist zum Ausdruck gebracht, daß die Wellenflächen ihre eigenen, allgemeinen Gesetz- 
mäßigkeiten haben, daß demzufolge sich kreuzende Wellen sich weder vereinigen noch 
zerlegen lassen. Nun erst ist in dem zunächst noch unbestimmten Ausdruck (1) w das 
Wellennormalenpaar und ® der Wellenskalar. Aus ersterem berechnet sich die Wellen- 
länge zu 2z/w und die Phasengeschwindigkeit zu v/w. Die Welle der Fluidik ist 
ein Musterbeispiel für meine Behauptung und meinen Nachweis, daß die Geschwindigkeit 
einer Welle in einem Mittel irgendwelcher Art durchaus keine allgemeine und vorgege- 
bene, aus der Wellengleichung ohne weiteres zu entnehmende Größe ist, und daß auch 
in einem konservativen Mittel Verlöschungsflächen %'" — konst. existieren können, allge- 
mein und nicht erst ad hoc zur Konstruktion eines Sonderfalles. Geschwindigkeit und 
Amplitudenabfall ergeben sich erst aus den Gesetzmäßigkeiten der Wellenflächen Systeme 
und aus den Anfangs- und Grenzbedingungen der jeweiligen Wellenaufgabe; Gl]. (2) liefert 
nur erst die Abhängigkeit vom Ort. Die genannte Beziehung hat auf anderen Gebieten 
der Physik rechtsseitig statt null den Wellenparameter a, in welchem die Eigenschaften 
des Mittels und die Formkonstanten der Welle zusammen treten. Mit dieser Bewandtnis 
hängt zusammen, daß in einem einzigen Mittel und in der Ferne wesentlich w®= a wird, 
also unabhängig von den Bedingungen der Wellenaufgabe. Das hat zu der Meinung 
verleitet, daß diese letztgenannte Beziehung die Geschwindigkeit überhaupt liefere. In 
Wabrheit aber ist in einem Mittel jede Fortpflanzungsgeschwindigkeit möglich je nach 
der Form der Welle; sie ist keineswegs von konstantem Betrage'.. Kein Mittel hat eine 
ihm eigene Wellengeschwindigkeit für alle Wellen. Die Welle in einem ideal flüssigen 
Mittel unterscheidet sich von denen in anderen Mitteln lediglich durch die Größe «, die 
hier den Wert null hat. 

An (2) erkennen wir, daß w stets komplex ausfällt. Selbst bei ungedämpften Sinus- 
wellen (v" — 0) und trotz der Unmöglichkeit einer Energieverschluckung, existieren also 
tatsächlich neben den Phasenflächen (%) auch Verlöschungsflächen (%"). Verlöschung 
und Verschluckung sind eben zweierlei. Wir konnten das gleiche schon bei Verzerrungs- 
wellen in festen, schweren Mitteln nachweisen’). 

Mit (3) nimmt nun das Geschwindigkeitsfeld der Welle die Form an 


mw)" cos (" E — D') + w)' sin t — ®')} 
Bei ungedämpfter Frequenzerregung (v'—0) wird insbesondere 
et co ("t— PD) .. . 
und bei Exponentialerregung ("= 0) 
— (om'/sin®} .. 


Aus (II) ergibt sich mit Rücksicht auf (2) und (3) für den lokalen Unterdruck in 
unserer Welle, indem wir noch w reell nehmen 


— födivw.e idivmw*. 3). . 
w* 
(w w*) . (v— v )t-i(®—b ) | 
4 J 


Erscheint in den Manometer-Aufzeichnungen für eine durchlaufende 
Sinuswelle der Unterdruck doppelperiodisch, so ist es ein Anzeichen, daß 
die Welle elliptisch schwingt und keine Planwelle ist. Das letzte Glied in 
(5) ist bei ungedämpfter Welle (— »*) gleich dem zeitlichen Mittelwert des 
Unterdruckes. 


Wo in einer Welle die Wellenflächen als gleichabständige Ebenen gelten können, 
verschwindet divw; wir reden dann von einem Planwellen-Gebiet (w = konst.) mit 
BD=(wvV); =(w'r). Gemäß (2) ist in einem solchen 

w’—0, also wW’=-w’; WW)=0 . . 


 K. Uller, Front- und Rückengeschwindigkeiten von freien Temperatur- und Diffusionswellen 
'sw. Oberhessische Berichte, Neue Folge, Naturw. Abt. Bd. 10 (1925). | 

2) K. Uller, Die Verzerrungswellen in schweren Mitteln, Zeitschr, f. angew. Math. u, Mech. Bd. 6 
(1926) S. 106 bis 111. 
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Die w und w” stehen dann senkrecht zueinander und sind von gleichem Betrage; 
die Größe desselben aber bleibt zunächst offen. Diese Lage des Wellennormalenpaares 
zueinander ist fast gleich derjenigen der Welle im zweiten Mittel bei optischer oder 
akustischer Totalreflexion unter gegebenem Welleneinfall, nur daß dort der Unterschied 
der zunächst unbestimmten Beträge der w und w” von null verschieden ist!). Was die 
Polarisation des Geschwindigkeitsfeldes bei ungedämpfter Freqjuenzerregung anbelangt, so 
schwingt in der Planwelle (2) das Feld relativ zur Flußgeschwindigkeit kreisförmig, 
wobei [w"w’] Achse der Drehung ist. Ferner sind dann die Bahnen der Teilchen Kreise ?) 
mit dem Bahnradius w - w':»'. In diesem Falle erfährt selbst eine zusammendrückbare 
Flüssigkeit keine Dichteschwankung. Je größer in der Welle die Abweichung 
von der Kreisförmigkeit, um so größer die Abweichung vom Planwellen- 
Charakter und der Dichtebeständigkeit in einer nicht idealen Flüssigkeit. 
Von den schematischen Bezeichnungen als Längswelle und Querwelle paßt keine auf 
unsere Welle, die auch keine einfache ist, weil [w’w] + 0. Bei Exponentialerregung 
behält 3 eine bestimmte Richtung bei. Schließlich erkennen wir noch an (4), daß in 
jeder wirbelfreien Welle die Amplituden abhängig sind von der Liagerung der Wellen- 
flächen, nämlich von w' und w”, also von der Wellenlänge. 

Selbstverständlich ist im Zustand (1) die ursprüngliche Stationarität des Flusses 
aufgehoben. Die Bahnen der Teilchen sind nicht mehr parallele Geraden, sondern 
Schlängelungen oder Spitzen- oder Schlingenzüge, je nach dem Stärkeverhältnis des ver- 
änderlichen Anteilles ®Ww| zu der Flußgeschwindigkeit v. Infolgedessen ist die Druck- 
gleichung (Il) nicht zerlegbar in einen stationären und nichtstationären Anteil. Für unsere 
Welle (1) nimmt sie, wenn wir quadratische Glieder wie €?! vernachlässigen, die 
> 90 y2 
Das Druckfeld der Welle im Fließenden ist schon in erster Annäherung 

verschieden von dem der Welle im Ruhenden. 


An einer Unstetigkeitsfläche U mit der Normale f, gerichtet von (1) nach (2), 
müssen bei unbehinderter Gleitung als Grenzbedingungen für die Flüssigkeiten gelten: 
1. Stetigkeit der Normalverrückungen; 2. Unstetigkeit der Normalspannungen entgegen- 
gesetzt gleich der Grenzflächenspannung in normaler Richtung, was zur Folge hat, daß 
dann die Normalkomponente der Energieströmung unstetig ausfällt. Freie Oberfläche und 
starrer Boden bilden zwei Grenzfälle mit nur je einer Grenzbedirgung; an ersterer: Druck 
konstant, an letzterer: Normalverrückung null. Der von den Grenzflächenspannungen 
ausgeübte Kapillardruck ist dem Betrage nach proportional der mittleren Krümmung. 
Für den entgegengesetzt gleichen Flüssigkeitsdruck haben wir daher an U 


P—Pı = — cn. div f . . . . . (7): 
ca ist die Kapillaritätskonstante. 

Außer den Grenzbedingungen haben wir gemäß der Darlegung im 2. Abschnitt 
auch die von ihnen unabhängigen Wellenkohärenz-Bedingungen zu erfüllen. Für je zwei 
zusammenhängende Wellen («) und (5), mögen sie auf derselben oder auf verschiedenen 
Seiten von U sich befinden, muß demgemäß gelten’) 


worin der Zeiger ? die Tangentialkomponente anzeigt. 

In einem stationären unstetigen Felde kann man die Grenzbedingungen nach Be- 
lieben lokal oder substantiell erfüllen, weil die U-Fiäche unverändert bleibt. Anders in 
einem veränderlichen Felde. In jedem Raumpunkt, durch den zur Zeit ? die bewegliche 
U-Fläche geht, erleiden die Eulerschen Feldwerte im allgemeinen einen Sprung durch 
den Uebertritt des anderen Mittels. An keiner Stelle des Feldes darf aber der zeitliche 
Anstieg einer Größe unendlich groß sein. Dem kann man nur dadurch entgehen, daß 
man in der mathematischen Darstellung die Bewegung der Teilchen mitmacht, d. h. die- 
jenigen Feldwerte angibt, die ein Teilchen auf seiner Wanderung antrifit; auf wie lange, 
das werden wir gleich besprechen. Diese substantiellen, an ein Teilchen gebundenen 
Werte reihen sich in der Zeit stets stetig aneinander. In der Eulerschen Darstellung, 


 K. Uller, Eine Wellenstudie, Elster-Geitel-Festschrift 1915. S. 521. 

K. Uller, Ueber Flüssigkeitsbewegung bei vibratorischer Erregung. a.a. O 

3) K.Uller, Der Doppler-Effekt an bewegter Unstetigkeitsfliäche. Zeitschrift f. Physik 4, 
109, 1921. 
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die unseren Gleichungen zugrunde liegt, wählen wir einen Ort v der Grenzfläche zur 
Zeit t, suchen aber aus den Teilchen diejenigen beiden aus — je eines in (1) bezw. in 
?») —, die auf ihrer Bahn zur Zeit # im Ort r sich begegnen, und erfüllen die Grenz- 
bedingungen mit Werten, die mit diesen Teilchen verbunden sind, den substantiellen (s). 
Da wir aber in der Felddarstellung nicht die Geschichte der beiden Teilchen, die im 
Punkt tr sich begegnen, ins Auge fassen dürfen, so müssen wir die beiden bereits ins 
Auge gefaßten im nächsten Augenblick entlassen. Somit sind uns die Feldwerte (s) nicht 
wie nach Lagrange reine Funktionen der Zeit und des Anfangsortes, sondern des 
Raumes (tr) und der Zeit (?), welch beide Variabeln hier auch bei substantiellen Grenz- 
bedingungen voneinander unabhängig zu betrachten sind. Insbesondere sind uns also die 
Wellenflächen ® — konst. wie früher reine Ortsfunktionen. An der U-Fläche gilt daher 
D,(v) — P;(t) = konst., während (f) — P;(t) eine Funktion der Zeit ist, wenn 
Nunmehr ist unsere Aufgabe, \, darzustellen. Es ist zunächst 


t 
( 
fo 


Der Ort vY, den das Teilchen zur Zeit ?' erreicht, ist bei kleinem |» w angenähert 
so — - (wir) + (ww) (! — to), indem in der Planwelle w,—w ist. 
Nunmehr läßt sich bei Vernachlässigung des quadratischen Gliedes (3% — v, Y)\ die sub- 
stantielle Bahnintegration durchführen. Wir erhalten, dd =D (to; ist, 
Das sind also angenähert diejenigen ausgesuchten W-Werte, welche das ins Auge gefaßte 
materielle Teilchen bei seiner Bewegung in geschlängelter oder verschlungener Bahn an- 


trifft. Das Ergebnis (l1) war zu erwarten. Es zeigt, daß unsere Ueberlegungen richtig 
sind. Entsprechend finden wir 


)O 
und bei dem stationären Felde // 

t 


1, — In = [at }grad — 
fo 
somit wenn grad //(t') — konst., 
TI, — TI, = (v grad II) (t — to) — 


v— (bW) 4, 
so daß (w grad ID — 
Il,= (v grad II)t — '); (18). 


Das sind also in einem homogenen //-Felde angenähert diejenigen //-Werte, die das 
Teilchen auf seiner Wanderung antrifft; ein anderes Teilchen trifft andere Werte an. 
Die P,-Werte setzen sich nach (6) additiv zusammen, so daß 


2 


Wir können aber auch P,/D nach der Anleitung (9) erhalten, indem wir von (6) in 
der Form P v? 
=-II— (vr — (vw)} eb! + konst.. . 
ausgehen. 
Wir brauchen schließlich die Form der gewellten U-Fläche; wir beziehen sie auf 
die ungewellte. Ein Punkt der gewellten Grenzfläche zur Zeit ‘, hat den Abstand {, und 
verschiebt sich mit ihr nach [, wobei 


Dabei ist zu beachten, daß, wenn die ungewellte Fläche als ganzes eine Normalkompo- 
ıente der Geschwindigkeit hat, nämlich infolge einer Normalkomponente (vB) der Fluß- 
"eschwindigkeiten, daß dann ein Punkt der ungewellten Fläche von 


| 

| 
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gelangt. Führen wir nun die Zeitintegration bei konstantem 6; durch, so bekommen wir 


bei merklich konstanter Flächennormale f der ungewellten Fläche, wenn wir noch v; 
einfach gleich v schreiben, als bewegliche Grenzfläche zur Zeit t 


bezogen aui die ungewellte Fläche zur Zeit /o. 
Etwas anderes ist die Bahnprojektion 2 — x eines Teilchens, geworfen auf die 


Linie [f,Y— vo] 0. Wir haben 
t t 
— % - [ar (vH to) “ne ‚je —®) +... 
to 
Mit Heranziehung des Wertes (d nach (10) erhalten wir 
1 o 
2 
Für zwei in der Grenze benachbarte Teilchen im Mittel (1) bzw. (2) sind ihre z2-Werte 
also ungleich, wenn die beiden Flußgeschwindigkeiten in ihren Tangentialkomponenten 
unstetig sind. So muß es auch sein, weil zwar beide Teilchen in der Grenze bleiben, 
aber nicht dauernd beisammen sind. 
Wenn — vVHWH-— 0, geht (16) mit Hilfe von (15) über in 


t 
0 
Wenn » — (vw) verschwindet, geht (13) mit Hilfe von (10) über in 
I, = (v grad II)t — (w grad IT) . 


Hängen an U mehrere Wellen zusammen, so ist die für die Grenzflächenspannungen 
maßgebende Verrückung die Summe der Normalverrückungen der einzelnen Wellen auf 
einer Seite; sie braucht nicht stetig zu sein, wie an einer freien Überfläche. 

Aus (16) gewinnen wir 

4. Die geführten Wellen der Fluidik. Unter geführter oder gebundener!) 
Weile verstehe ich eine Ausbreitungsform, die nicht in einem Mittel frei sich entfaltet, 
sondern die längs der Grenze eines oder zweier oder mehrerer Mittel sich erstreckt. Bei 
zwei Mitteln besteht sie aus zwei Wellenflanken, je eine in einem Mittel, die dauernd 
zusammenhängen: es gibt Grenzfälle, wo die zweite Flanke fehlt. Da die Energie sich 
hauptsächlich längs der U-Fläche ausbreitet, wenn die Eigenschaften beider Mittel stark 
verschieden sind, so kann eine gebundene Welle eine viel größere Reichweite haben als 
eine freie Welle, die sich in einem einzigen Mittel nach allen Richtungen fortpflanzt und 
in etwaigen Brechungen und Zurückwerfungen sich fortsetzt. Die gebundene Welle 
klammert sich an die U Fläche und läßt sich in mehr oder weniger flächiger Ausbreitung 
dorthin führen, wohin die U-Fläche sich erstreckt. Es ist eine eigenartige, noch nicht 
als solche erkannte und durchforschte Ausbreitungsiorm verwickelten Baues, in welchem 
die Besonderheit der Wellenpflächen eine entscheidende Rolle spielt, minderen Freiheits- 
grades infolge der Führung, mit eigener Polarisation, Geschwindigkeit, Verlöschung und 
Energieverteilung. Sie ist um so ausgeprägter, je größer die Unterschiede der Mittel. 

Dichtebeständige und unzähe, flüssige Mittel sind ein Reich, in welchem die ge- 
bundenen Wellen fast ausschließlich herrschen. Wir wollen zunächst die nur an zwei 
Mitteln entlang geführte darstellen. Die beiden fließenden Mittel mit den Dichten Dı und 
D, sollen in einer /-Fläche aneinander grenzen, die in dem betrachteten Bereich als eine 
Ebene (fr) — konst. gelten möge. Sie braucht nicht mit einer Niveaufläche // = konst. 
zusammen zu fallen; auch kann die größere Dichte sehr wohl oberhalb der geringeren 
Dichte sich befinden (kleinere Wellen an der Unterseite größerer Wogen; kapillare Häute 
in allen l,agen an festen Körpern oder frei aufrecht erhalten für gewisse Zeitstrecken 


) K. Uller. Einige Sätze aus der Theorfe der gebundenen elektromagnetischen Wellen, Zeit- 
schrift für Physik Bd. 3 (1920), S. 361. 
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durch die hier zunächst vernachlässigte Zähigkeit und OÖberflächenreibung der Mittel). 
Läuft eine geführte Welle an dieser Ü/-Fläche entlang, so wird diese dadurch in ihren 
Teilen schwankend. Nachdem wir aber nach dem vorangehenden Abschnitt die von der 
Welle hervorgerufene mittlere Krümmung div f ermittelt haben, können wir angenähert 
alle Normalkomponenten auf die konstante Normale der ungewellten Fläche, hier der 
Ebene, beziehen. 

Wir haben nun nach dem 2. Abschnitt zwei Flüssigkeits-Wellenstücke des 3. Ab- 
schnittes an // dauernd miteinander zu verbinden, um eine zweiflankige Welle herzu- 
stellen. Die Wellenkohärenz-Bedingung verlangt gemäß den Ausführungen im vorigen 
Abschnitt und der Formel (8) daselbst ET 


Aus der Gleichheit der Normalkomponenten der Geschwindigkeiten der beiden Teilchen, 
die zur Zeit # in (1) bzw. (2) an // sich einander gegenüber befinden, folgt (B, f) = stetig 
und somit nach Gl. (11) $S3 (vH= stetig und » (wf)=stetig. Bei Planwelligkeit beider 
Flanken folgt aus (2) S3 und (1) 

Es kann aber hier (wf) nicht stetig sein, weil sonst die U- Fläche für die Welle über- 
haupt nicht existierte, obgleich Dichte- und Flußgeschwindigkeitsunterschiede sowie (Girenz- 
flächenspannungen bestehen. Es muß sonach gelten 


Das Geschwindigkeitspotential 2 der gebundenen Welle zeigt also 
stets einen Vorzeichensprung an der Führungsfläche und bewirkt, daß stets 
daselbst Gleitung statt hat, selbst wenn die Flußgeschwindigkeiten gleich 
sind. Diese Gleitung mißt 2 ® w.. 

Bedenkt man, daß der Doppler-Effekt an bewegter //-Fläche neben der Stetigkeit 
von w, auch die Stetigkeit von » — (vl (wf) verlangt, so sieht man, daß { und divf an 
/’ stetig ausfallen, wie es ja sein muß, wenn zwei Mittel aneinander grenzen. 

Schließlich soll für die beiden genannten beweglichen Teilchen gelten P,, — Pı, 
— — edivf, worin ce die Kapillarkonstante. Diese Druckbedingung verlangt mit Rück- 
sicht auf (14), (13), (17) im vorigen Abschnitt, sowie (3) und (4) in diesem Abschnitt, 
wenn wir noch v?/, und v?/s in die zur Verfügung stehende Konstante einbeziehen . 

D; grad I) — D, (grad Ihh)=0. 


va — (02 W3) 

D; (wı grad c wı? 
— — — — W + . 


Mit diesen Gleichungen ist nun unsere gebundene Planwelle beiderseits der Grenze 
zweier fließenden Mittel außerhalb ihres Erzeugungsgebietes bestimmt. Diese Wellen- 
aufgabe ist das bisherige Verfahren außerstande zu lösen. 

Die erste Bedingung gehört dem Flußfelde an. Ist grad // stetig wie bei der 
Schwere, dann besagt die Bedingung (6), daß der Unterschied der Bewegungs- 
größen des Flusses senkrecht stehen muß zum äußeren Kraftfeld. Ist sie 
nicht erfüllt, dann ist die Wellenform merklich verschieden von der durch e'’' gekenn- 
zeichneten elementaren Form, es sei denn, daß die Kapillarität die Einwirkung des 
äußeren Kraftfeldes stark überwiegt. 

Aus der zweiten Bedingung (7) ergeben sich in Verbindung mit (3) die Funda- 


mentalgrößen Yw’? und VYw."? der geführten Welle. Diese Größen sind maßgebend für 
die tangentielle Phasengeschwindigkeit v'/w., für die tangentielle Wellenlänge 2 zw, 


sowie für die Verlöschung e®"! und die Amplitude V',oo* (ww*). Letztere erweist 
sich also bei PR Energiezufuhr und Erregungsform als umgekehrt proportional 
der Wellenlänge 27/ w'; je kleiner diese, desto größer ist aber auch die Verlöschung. 

Man erkennt an (7), daß Geschwindigkeit, Wellenlänge, Amplitude 
und Verlöschung von den Flußgeschwindigkeiten v, und v%; nach Größe und 
Richtung derselben in bezug auf den Raum, in welchem das äußere Kraft- 
feld ruht, abhängig sind. 

Ferner tritt die Differenz der beiden Dichten auf und nicht ihre Summe. Bei 
Anwesenheit eines äußeren stationären Kraftfeldes ist also der Bau der 


| — 
A: 

Ä 

| 

| | 
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geführten Welle von der Anordnung der Dichten in bezug auf dieRichtung 
dieses Kraftfeldes abhängig. 

Das System der ®'- und ®"-Ebenen in beiden Mitteln ist nach (3) symmetrisch zu 
U, wie verschieden auch die Dichten und Flußgeschwindigkeiten, und welches auch die 
Lage der U-Ebere zum Kraftfeld grad // sein mag. An U haben wir entweder einen 
Kamm oder eine Mulde der Amplitudenverteilung; nie setzt sich der Amplitudenabfall 
von einem Mittel durch das andere fort. 

Die Größen ®, und w, sind durch ®, und Ww, vollständig bestimmt und umgekehrt. 
Zur Bestimmung von ® und »"” gehören 2 Stücke, von w' und w” gehören 6 Stücke, von 
denen aber wegen (2) im 5. Abschnitt wieder 2 abgehen. Weitere 2 sind durch (7) 
festgelegt in Verbindung mit (3). Es bleiben also von w nur 2 reelle Stücke willkürlich. 
Als solche können wir etwa die beiden Winkel nehmen, welche die Richtungen von W;' 
und w, festlegen. Die zweiflankige gebundene Welle der Fluidik ist somit bei gegebenen 
Flußgeschwindigkeiten und gegebener Flächennormale f durch 4 Bestimmungsstücke fest- 
legbar, während in einer freien Welle 6 willkürlich sind. Der Unterschied kommt eben 
auf die Richtung der Flächennormale. 

Wenn die Führungsfläche U seitliche Bewegung hat, (vH) +0, dann tritt ein 
Dopplereitekt auf, der nach (3) und (5) durch 


gemessen wird. Weiter notieren wir noch 
0, [mı + [wa w;*| [m; (9) 
wegen (1), (3) und (4). 
Bei Weiterbehandlung der gewonnenen Grundgleichungen setzen wir — die Rich- 
tungen von w/ und w.’ mit j bzw. j" bezeichnend — 


(m, grad, II) = (j' grad IT) +i(j" grad IM) = (11). 
Führt man diese Ausdrücke in (7) ein unter Berücksichtigung von (3), und addiert bzw. 
subtrahiertt man dazu den konjugiert komplexen Ausdruck, so bekommt man zwei reelle 


und unabhängige Gleichungen, die Yw/? und Yw.'* enthalten; gültig darin sind nur die 

positiv reellen Wurzeln, weil in (10) und (11) die Wurzeln absolut vorausgesetzt sind. 
Wenn man sich in der Untersuchung beschränkt auf U-Ebenen, die das Kraftfeld 

grad // normal schneiden und auf Wellen, in denen w.' gleich- oder gegen ge- 


richtet ist zu der Richtung j von Ww/, was vielfach der Fall, dann kann man folgendes 
einfachere Verfahren einschlagen. Man setze 


Lim}, 
je nachdem Gleich- oder Gegenrichtung vorliegt; ?=(jv). Nun ist 
Es ist daher bei festgchaltenem Vorzeichen von / in (12) zu setzen: falls die Wurzel x 
positiv ausfällt: (u. w.)—Px, gültig für beliebiges Vorzeichen von f; und falls die Wurzel 
x negativ ausfällt: —Bx, gültig für beliebiges Vorzeichen von 

Man hat also die sich aus (7) und (3) einstellende Bedingungsgleichung für x 
zweimal aufzustellen: einmal mit dem Einsatz ?x; dann sind nur die Wurzeln mit x > 0 
zulässig, und zum anderen Mal mit dem Einsatz: — ? x; dann sind nur die Wurzeln mit 
x < 0 zulässig. Da komplexe Wurzeln bei reellen Gleichungen stets konjugiert auftreten, 
so tritt «’ stets mit doppeltem Vorzeichen auf, die beide zulässig sind. 

Ferner folgt aus = 0 = w,*|, daß gemäß (9) die Teilbewegung der Teil- 
chen in (1) und (2) eine entgegengesetzte Kreisung ist, und zwar in parallelen Ebenen 
senkrecht zu U. Dabei ist der Umlaufsinn, wenn die Amplituden nach außen abfallen, 
im Mittel (1) derjenige des Uhrzeigers, wenn die Welle nach links läuft bei nach unten 
gerichteter Schwere. Schließlich ergibt sich in diesem Unterfalle aus (8), daß beim Doppler- 
Effekt der Frequenzunterschied proportional ist der Stärke der Tangentialverlöschung und 
der Dämpfungsunterschied umgekehrt proportional der tangentiellen Wellenlänge. 

In weiteren Veröftentlichungen werden unsere vorstehend entwickelten Formeln für 
besondere Verhältnisse der Flußgeschwindigkeiten zueinander ausgebeutet werden. Dabei 
werden sehr interessante, neuartige Ergebnisse zutage treten, 03 

Gießen, im Juli 19286. 
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Schwingungen elastischer Seile. 
Von KARL WOLF in Wien. 


ei der Anlage von elektrischen Fernleitungen, die ja durchwegs Ströme hoher Span- 

nung zu übertragen haben, ist es von großer Wichtigkeit, die Länge der Ausleger 

an den Masten so zu wählen, daß auch unter möglichst ungünstigen Verhältnissen 
bei Schwingungen der Drähte diese nicht einander zu nahe kommen. Man verlangt da 
einen Sicherheitsabstand von mindestens 12 cm für 10000 Volt Spannungsdifierenz, um 
ein Durchschlagen des Stromes durch das Dielektrikum zu verhindern. Bei der Berech- 
nung der Auslegerlänge verwendet man eine ziemlich willkürliche empirische Methode 
und in der vorliegenden Abhandlung soll nun für den wohl ungünstigsten Fall der 
Schwingungsvorgang mathematisch näher verfolgt und das Ergebnis mit einer empirischen 
Formel verglichen werden. Als dieser ungünstigste Fall möge jener gewählt werden, wo 
bei Vereisung der Seile und bei der hypothetisch größten seitlichen Windstärke das Eis an 
einem der Seile plötzlich herabfällt und dieses dadurch in Schwingungen gerät, während 
an dem parallel laufenden die Kisbelastung und die dadurch bei der größten Windstärke 
vorhandene Schiefstelluang noch erhalten bleibt. Das Ergebnis der Rechnung soll schon 
hier angeführt werden: Es zeigt sich, daß bei diesem extremen Fall, der kaum je wirklich 
eintreten dürfte, der Abstand der beiden Seile, der notwendig ist, um eine allzu große 
Annäherung derselben zu vermeiden, nur um 17 vH größer angenommen werden müßte, 
als es die empirische Formel verlangt, man also diese mit genügender Sicherheit an- 
wenden kann. 


1. Symmetrische Vertikalschwingungen elastischer Seile. Da die gestellte Aui- 
gabe es nicht gestattet, die Seile als unausdehnbar anzusehen — bei solehen würde ja die 
Eisbelastung nur die Spannung, aber nicht den Durchhang ändern — so wollen wir die 
kleinen Schwingungen elastischer Seile untersuchen, werden aber zunächst von der Schiel- 
stellung des Seiles gegen die Vertikalebene infolge des Winddruckes absehen und die 
Bewegung behandeln, die ein Seil in der Vertikalebene bei nicht allzu großem Durchhang 
ausführt, wenn die Anfangslage in dieser Ebene durch seine Eisbelastung gegeben ist. 
Wenn wir den Draht als ein elastisches, biegsames Seil vom (Juerschnitt / ansehen, so 


ist die Spannkraft S5 = W/ (5 — ı), wenn s die Länge des Seiles im ungespannten, o die 


im gespannten Zustand und FE den Elastizitätsmodul bedeutet, #/ wäre die Zugfestigkeit 
des Seiles. 
Die Bewegungsgleichungen lauten dann ) 


y. und g, sind die Komponenten der Belastung ihrer Längeneinheit des Seiles, u die 
ıbsolute Dichte pro Längen- und Querschnittseinheit. Die Zusammenhangsbedingung, die 
an die Stelle der Unausdehnbarkeitsbedingung bei der aus starren Gliedern zusammen- 
gesetzten Kette tritt, wollen wir in der Form hinschreiben 


Betrachten wir zunächst das Gleichgewicht eines homogenen, elastischen Seiles, so 
tt und wir haben 


d \dr] d 16 
ds | ds | Ef 
Daraus erhalten wir 
do dr 10 d 
| - ı) = h, ( — ı) (1a), 
ds do ‚ds do Ef 


wo Ah eine Konstante ist, die Dehnung im tiefsten Punkt der Kettenlinie, von dem aus 


wir auch s zu zählen beginnen. Setzen wir die Werte von ö und : die sich daraus 
do 


ergeben, in G!. (2), die wir in der Form ( +( — | schreiben, ein, so bekommen 
(EL > 


do 


vergl. Routh, Dynamik starrer Systeme. Uebersetzt von Sehepp. Bd. >76. 
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wir, wenn wir noch zur Abkürzung mit « bezeichnen 
«40 

10 hy, ls Va? + 82 

Va: G=s-+ Va? + In 84 Va +8 

ds a 2 a 
und weiter aus den Gleichungen (1a) 

z—-hs-+aln y-—s:’+la + ?—aN) .. (8) 


Aa 2a 
Das ist also die Gleichung der elastischen Kettenlinien mit s als Parameter, wobei der 
Ursprungspunkt des Achsenkreuzes mit dem tiefsten Punkt der Kettenlinie und die 
x-Achse mit der horizontalen Tangente daselbst zusammenfällt; s ist ebenfalls von diesem 
Punkte an gezählt (Abb. 1). 


| 

| 

| 


Abb. 1 und 2, 


Ist der Durchhang nicht allzu groß, so ist s klein im Verhältnis zu a und die 


Gleichungen (3) nehmen bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung in die 


Gestalt an 


2a 
und wir erhalten als Näherung eine Parabel y = "- (1 + Ah), deren Parameter sich nur 
zu 


l 
um den Faktor j,, von dem ım Falle der gewöhnlichen Kettenlinie unterscheidet. 


Um die ‚kleinen Schwingungen eines solchen elastischen Seiles zu untersuchen, 
und 
1, Yı, ©ı die Werte für die Gleichgewichtslage bei der gegebenen Belastung bedeuten. 


+ 0*, 


wo kleine Größen sind, deren Quadrate wir vernachlässigen wollen, und 


und wenn wir dies berücksichtigen, die obigen Werte in die Gleichungen (1) und (2) ein- 
setzen und (irößen höherer Kleinheitsordnung vernachlässigen, erhalten wir 


\ 
Os 00 Os of? 
/ ds \ \ ) 
) 
(4) 
\ 
I) vel. etwa: F, Skrohbanek, Gleichrewiehtsform eines elastischen Fadens. Diese Zeitschrift 
Bd. 2. 1022, S. 472 MM. 
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0:28 O0, 0* 
Os Ös Os 
wobei wir für — — geschrieben haben. 


(8 
Wir wollen nun den Winkel, den die Tangente an die Kettenlinie in der Ruhelage 
mit der horizontalen «-Achse bildet, wir nennen ihn «, als die unabhängige und die kleine 
Winkeländerung 4 desselben infolge der Sehwingung als abhängige Variable einführen, 
Dann ist 


Or Or, (0, + o*) 00 Oo, 
— 008 & — — 0059 also 
= sin & C0S & und analog = 4- sin 


Die Zusammenharngsbedingung (5) ist dadurch schon von selbst erfüllt. Da g.— 0 
und q, = f4ty ist, so ergibt sich aus der Gleichgewichtslage vor der Schwingung 


0, h+cos a 


( — ı) cos oder und 
O0] 
htea)— uqy—0 oler tea). — 
bzw. wenn wir Te einführen — o ist dabei der Krüimmungsradius der ruhenden 
Kettenlinie — 
100 0% E 00, y a 
o 08 da E ou Os h 


Setzen wir alle diese Werte in die Gleichungen (4) ein, so bekommen wir 


2 cos a ()o* \ sin ()o* 
Wenn wir nun on als neue Variable U einführen, so erhalten wir nach 
h 


einigen Umformungen 


MU h "U OU 
Aus diesen beiden Diiierentialgleichungen zweiter Ordnung können wir noch 9 
eliminieren und erhalten als endgültige partielle Differentialgleichung vierter Ordnung für 
die kleinen Schwingungen eines elastischen Seiles, das nur vertikal belastet ist, den 
Ausdruck 
(4 U+ )| (7). 


| 0a? gcosu(h + cosa) O1? da yeosa(h + cosa) Or’ 

Aus dieser Gleichung könnte man das U und aus der ersten der Gleichungen (6) 
dann das ® berechnen. Setzt man in diese Formeln A ==0, so erhält man die ent- 
sprechenden Ausdrücke für die unelastische Kette. 

Diese allgemeinen Gleichungen bieten aber, selbst wenn man den Durchhang als 
klein annimmt, bei ihrer Lösung unter den Randbedingungen der gestellten Aufgabe zu 
große mathematische Schwierigkeiten. Wir wollen daher einen anderen direkten Weg 
einschlagen und die Voraussetzung machen, daß wir die Bewegungen in der Horizontalen 
gegenüber denen in der vertikalen Richtung vernachlässigen können, was natürlich nur 
bei geringem Durchhang erlaubt sein wird. Dabei müssen wir auch darauf achten, die 
Vernachlässigungen nicht soweit zu treiben, daß nur die Gleichung für die gespannte Saite 
übrig bleibt. 

Wenn wir dies tun, so nehmen die Gleichungen (4) die Form an 


Os 2 ()g ’ "Da a, Ay 
Ken, 


10° 


2 | | 
| 
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Die Zusammenhangsbedinrgung lassen wir vorläufig unberücksichtigt. Wir ersetzen 
nun die ruhende elastische Kettenlinie entsprechend dem früher Erwähnten durch eine 


Parabel, die denselben kleinen Durchhang d hat und durch die Befestigungspunkte geht. 
Das eibt 


2 
x (1 +3), Yı d, = (1 oder (s? 0] s(1 + hr), 
2a 


wo x eine neue aus diesen Bedingungen zu berechnende Konstante ist und A, und a 
dieselbe Bedeutung wie früher haben. Aus der ersten der Gleichungen (8) bekommt 
man dann 


= 0 — 
wo /(t) eine willkürliche Funktion "der Zeit bedeutet. Dies in die zweite eingeführt, 
ergibt 


(10), 
wenn man 
Efuhı 
4 


setz. Wählt man nun eine neue Veränderliche 7ı und eine neue Funktion % (f) ent- 
sprechend der Beziehung 


gi +hı) 
) f (t), h ( | \ ] (f) 
— 4) 
so eebt (V) in die Form über 
( 
(104) 


und wir können, wenn wir nur symmetrische Schwingungen betrachten, die Lösung in der 
Gestalt hinschreiben 


„= > (A, sin rt + By, cos rt) cos - 
Die Randbedingungen unseres Problems sind nun folgende: 
a) Anfangs- und Endpunkt unseres Seiles müssen dauernd fest bleiben. Bezeichnen 


wir die halbe länge desselben im ungespannten Zustand mit /, die halbe Spannweite mit 
b, so muß für 


+ Mı) 


h, (1 


sein. 
b) Für 2=0, d. i. für den Augenblick, wo die gleichmäßige Eisbelastung abfällt, 
muß das Seil die zu dieser Belastung mit dem spezifischen Gewicht qg. gehörige Parabel 
mit dem Durchhang «, bilden, also für 


. .. (b) 


—d 
"gesetzt ist. 


- 


sein, wo & = 


c) Ferner muß für den Anfangsmoment das Seil in Ruhe sein, daher für 


or 


— 


sein. Die der Anfangslage entsprechenden Größen sind immer mit dem Weiser 0, die zu 
der Ruhelage gehörigen, um die die Schwingung ausgeführt wird, mit dem Weiser I 
versehen. 


d) Die Zusammenhangsbedingung für die Endpunkte des Seiles, für 
Efhh 08 
wollen wir dazu benutzen, um die noch willkürliche Frequenz r zu bestimmen, 
Aus (a) erhält man 


Von 


> (A, sin rt + B,cos ri) cos "I 
9 


aus (e) A,=0 
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so daß jetzt n die Gestalt hat 


€ 
und 
Ay (I+ Ah) cos rt cos 
ist. 
Die Bedingung (d) gibt 
B,cosrt, x in 0, 
woraus man, wenn / p gesetzt wird, die Periodengleichung 
cp 
sin — 0 
l 
bekommt, die man auch in der Form schreiben kann 
wok= ‚2 also eine positive reelle Zahl ist. Die unendlich vielen Wurzeln dieser 


transzendenten Gleichung von bekanntem Typus liefern uns die Eigenwerte 


des vorgelegten Problems für das Intervall 0 bis !. Setzen wir “= r, so bilden die 


"anktionen cos 9.x% — cos Y„ ein Orthogonalitätssystem; denn wir haben für m | n 
1 
— cos 9.) cos de —= k(-— cos 6035 008 — 0 
0 . 
und fürm=n 


— c08 J. 608 ="; (1 +% cos? q.), 

wenn wir bei den Integrationen immer auf die Periodengleichung Rücksicht nehmen. 
Infolgedessen können wir wenigstens formal eine in dem Intervall von 0 bis I mit ge- 
wissen Einschränkungen willkürlich vorgegebene Funktion f(x) nach Fourierart in eine 
Reihe von der Gestalt entwickeln 


n 
f (> B. (008 — : 2... (14) 
n— 0) 

wo 
2 \ 
B, = Ir« 
1 cos gun, 


0 
fürn | Ound ist. 

Das können wir benutzen, um die Randbedingung (b) zu befriedigen, wir müssen 
die Beiwerte B, ia (12) so bestimmen, daß für £= 0 der Ausdruck (12) entsprechend der 
Formel (14) die Funktion 

(s? — 1?) = al? — 1) 
im Intervall O0 bis 1 darstellt. Das gibt 
I al! +1) 1? cos In 
And n = 
I + k cos” (1 + %k eos? In) Yu“ 


also 
4(k + 1) cos 
n—1(1 + keos’gu) 


Dies ist eine im Intervalle 0 bis 1 gleichmäßig konvergente Reihe, deren Glieder wegen 


des im Nenner schnell abnehmen — die Wurzel liegt ja zwischen und 


| 
| 

| 
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(n + )n und die wirklich die gegebene Funktion x’ — 1 in dem Intervalle darstellt, 


wovon man sich auch durch direktes Ausrechnen für spezielle Werte von & überzeugen 
kann. So ist für 2 = 0 
(h } eos „tl - COS 


— l = 


(1 cos“ Pu) In“ 


Dementsprechend hat unsere die gestellten Grenzbedingungen befriedigende Lösung 
die Gestalt 
4 al“ (1 + k) „ecvs (cos - . . {15). 


Die zu der schon in der Gleichgewichtslage vorhandenen Spannkraft infolge der Schwin- 
gung hinzutretende Zusatzkraft ist ebenfalls eine periodische Funktion der Zeit und hat 
die Form 


N “«c’(k +1) 2 cos 


9 „= + k eos? yn) 


!. 


2. Seitliche Schwingungen. Betrachten wir nun kleine seitliche Schwingungen des 
Seiles um seine vertikale Ruhelage, so haben wir, da in der Formel z=z, +5 jetzt 


z, — V ist, einfach ©—=S zu setzen und bekommen zu den Gleichungen (4) noch eine dritte 
E — 1) 


Die Gleichung (5) ändert sich nicht; wir können die kleinen Schwingungen einfach 
überlagern. 

Ersetzen wir wieder die elastische Kettenlinie in der Ruhe wie früher durch eine 
Parabel, so nimmt (16) die Form an 


mit derselben Bedeutung von c wie oben. 
Die Lösung setzen wir in der Form an 


Vor 


S= cos rt (4 sin 


+ cos 4 s) — > C, cosvt sin (s+b). (17), 


Us 


wobei wir wegen der Anlangsbedingung, = für {= 0, schon die Glieder mit sin »/ 


weergelassen haben. 
Die weitere Bedingung, daß für s=t/.,.S=0 sein muß, liefert uns die 
Periodengleichung 


Die Anfangslage des Seiles sei dadurch festgelegt, daß für /—= 0 


—sinu—- — Pl? — 


Setzen wir s +/=sı, fo haben wir die C\, als Koeffizienten einer Fourierreihe 
zu bestimmen, die uns diese Funktion darstellt 


Wir erhalten, da die Glieder mit graden Vielfachen des Argumentes entsprechend 
der Symmetrie in s. weglallen, 


32 1 
2n+1)° 
und daraus 
3» a +1) n +1) rn 
TI u=0(2n + 1) 21 21 
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als endgültige Lösung. Man erkennt daraus, daß alle Punkte des Seiles nach dem 

gleichen Zeitintervall = °! den größten Ausschlag nach der anderen Seite — &, zeigen, 

die Bewegung aller Punkte also die Periode 27 hat. 


3. Ausrechnung eines Beispiels. Die abgeleiteten Resultate wollen wir nun dazu 
benutzen, um an der Hand eines speziellen Falles die anfangs gestellte Aufgabe zu lösen 
und den Vergleich mit den empirischen Annahmen bei der Berechnung der Länge der 
Ausleger durchzuführen. 

Da bei einem konstanten seitlichen Winddruck mit der spezifischen Belastung 4, 
das Seil eben bleibt und sich seine Ebene nun gegenüber der vertikalen um einen Winkel « 


Qw 


entsprechend der Beziehung tg « — herausdreht, so kann die elastische Kettenlinie 


de 
unter dieser Bedingung genau so berechnet werden wie in der Vertikalebene, nur ist die 
spezifische Belastung g jetzt gleich und wir können die Schwingungen in 
dieser Ebene nach Formel (15) berechnen. Ist das Seil vereist, so wird es wegen des 
dann vorhandenen größeren Winddruckes noch weiter herausgedreht und bei Abfallen des 
Eises führt es dann auch seitliche Schwingungen um die dem Winddruck ohne Eis ent- 
sprechende Ehene aus. Wir können also unsere frühere Vertikalebene durch diese 
letztere Ebene ersetzen und die für die Vertikal- und seitlichen Schwingungen gefundenen 
Formeln benutzen. 

Als konkretes Beispiel nehmen wir ein Kupferseil von 70 qmm Nennquerschnitt 
‘wirklicher Querschnitt 66 mm) und mit einem Gewicht pro Längeneinheit g, = 0,587 kg/m; 
die Spaunweite sei 200 m, also 5b — 100 m, die balbe Länge des Seiles in ungespanntem 
Zustande /—= 100,17 m. Dann ergibt sich "bei E= 1,3: 10° kg/gem aus den l’ormeln 

lı +1(1 + hı) = + und : 
eine Horizontaldehnung Aı = 6,92 10”? und ein Durchhang dı = 4,91 m bei einer 
Temperatur von 0° C. Kommt eine Eisbelastung dazu, die wir nach der in der Praxis 


gebräuchlichen Formel 9s;: in Gramm mit 160 V2r bestimmen, r der Halbmesser des 
Seiles in mm gerechnet, so erhalten wir für die gesamte spezifische Belastung 9 = 1,171 kgln m 
und daraus %o = 11,7 10' mit einem Durchhang d, = 5,63 m. | 

Wirkt nun auferdem ein horizontaler Winddruck, den wir maximal wie üblich mit 
I25 kg m gedrückter Fläche mit einem Abminderungsfaktor von ',, also mit 62,5 kg/qm 
der Vertikalprojektion des Seiles ansetzen, so erhalten wir eine Horizontalkomponente der 
spezifischen Belastung im Betrage von 0,584 kg/m bei eisfreiem, bzw. 1,575 kg/m bei 
vereistem Seil. Der Winkel, um den dasselbe aus den Vertikalen herausgedreht wird, ist 
im ersten Falle 45°, im zweiten 58°. Die gesamte spezifische Belastung ist dann ohne 
Kis qı = 0,8530 kg/m, mit Eis 9 = 2,211 kg/m, die entsprechenden Werte von A sind 
= 9,4710" und io = 2,098:10°, die des Durehhanges dı = 5,13 bezw. do = 6,16 m, 
natürlich immer in der schiefgestellten Ebene des Seiles gemessen. 

Mit diesen letzteren Werten erhält man c = 97,895 und die Periodengleichung (13) 


lautet tg = — 0,0904 7. 
Die ersten zehn Wurzeln dieser transzendenten Gleichung wurden auf graphischem Wege 


mit nachfolgender numerischer Kontrolle bestimmt, die sechs ersten seien etwa ange- 
schrieben 


yı= 2386, %=580, A=1175l, 14,780, 96 = 17,834. 
Zunächst wurde bei vertikal hängendem Seil ohne Winddruck die Gestalt des 


Seiles nach einem Zeitintervall 7, - " ‚ das der Halbperiode der ersten Hauptschwingung 
91 

entspricht, ermittelt, und zwar wurden nach (15) die fürs 0, s— 


gerechnet. Dabei wäre zu erwähnen, daß das Seil in der Mitte für s = (0 etwas höher 
nach oben sich bewegt, als es sich im Anfang unter der Ruhelage befindet. Es hängt 
dies mit der Art der Anfangsbelastung zusammen, man kann sich von der qualitativen 
Richtigkeit des Ergebnisses leicht durch einen Versuch an einer ähnlich belasteten Gummi- 
schnur überzeugen. In unserem Beispiel sind die Werte 79 = — 0,70, n:, = + 0,074 m. 

Weiter wurde dieselbe Rechnung mit den obigen Wurzelwerten für den uns 
Interessierenden Fall des unter Winddruck schiefgestellten Seiles durchgeführt, und zwar 
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jetzt für ein Zeitintervall, das der Halbperiode der seitlichen Schwingung 7 — ent- 


spricht. In Abb. 3 ist die dann eintretende Gestalt des Seiles eingezeichnet, wobei die 
Ordinaten in sechsmal grüßerem Maßstab als die Horizontalentfernungen eingetragen sind. 


— 


r<Lage zur Leit 
1-4, 


Um ‚jene Stellen zu finden, an denen ein derartig infolge des llerabfallens des 
lises um seine schiefe Gleichgewichtslage schwingendes Seil bei größtem seitlichem Aus- 
schlag dem noch ıit Eis belastetem, parallel laufenden, das sich in der Gleichgewichtslage 
befindet, am nächsten kommt, sind beide Seile auf eine durch die Aufhängepunkte 
gehende Vertikalebene projiziert worden, Abb. 4. Man ersieht aus dieser, daß in unserem 
speziellen Beispiel, wo die Projektionslinien sich nicht schneider, die mittleren Punkte 
einander am nächsten kommen. In anderen Fällen wären es die den beiden symmetrisch 
zur Mitte liegenden Sehnittpunkten der Projektionen entsprechenden Stellen. 


Tcm-138m 
'5 50 7. 700m 


—— Anfaneslagı 
— — Lagezur Zeit 
Abb. N 


Aus Abb. 5. welche die Projektion beider Seile auf eine zu ihnen senkrecht durch 
ihre Mittelpunkte gehende Ebene darstellt, kann man die kleinste Entfernung der Auf- 
hängepiunkte berechnen, die zu einem gegebenen Sicherheitsabstand e gehört, der not- 
wendig ist, um das Durchschlagen des Dielektrikums zu verhindern. Wählt man e etwa 

2 m, entsprechend einer Höchstspannung von 100000 Volt, so erhält man für a in 

unserem Beispiel 415 m. Nach einer in der Praxis 

üblichen Vorschrift bestimmt man diesen Abstand 

| m. derartig, daß zwei je unter einem Viertel des bei 

dem größten Winddruck ohne Eisbelastung vorhan- 

£ denen Ablenkungswinkel gegeneinander aus der Ver- 

// ae tikalen geneigte Seile bei einem einer Temperatur 

von 40° (' entsprechenden Durchhang in ihren tiefsten 

13725) | Punkten gerade um den Sicherheitsabstand vonein- 

Abb. 5. ander entfernt sind. Das gibt in unserem Beispiel 

bei einem Winkel von je einem Viertel von 45°, 

d. i. also von 11° 15 und einem Ausdehnungskoeflizienten von 17:10" pro 1°C einen 
Abstand von 357 m. 

Da diese beiden Itesultate nur um 17 vil voneinander abweichen, erkennt man, daß 
diese empirische Regel relativ gute Ergebnisse für die Länge der Ausleger der Maste 
liefert, also ohne weiteres angewendet werden kann, zumal, wenn man sich vor Augen 
hält, daß wir ja bei unserem Beispiel äußerst ungünstige, in Wirklichkeit kaum je vor- 
kommende Verhältnisse zugrunde gelegt haben. 
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KURZE AUSZÜGE 
Mathematische Statistik. 


Stochastik. Wenn statistische Zahlen uns 
nicht als solche, sondern als Anzeichen des 
dlahinter verborgenen, typischen Werts inter- 
essieren, so wird die Frage nach dem Weg der 
Krkenntnis der durch Zufall entstellten wahren 
Größen das zentrale Problem der statistischen 
Theorie. Solche an der Wahrscheinlichkeils- 
Iheorie orientierte Betrachtung empirischer Ver- 
hältmisse bezeichnet A. \. Tschuprow (Ziele 
der stochastischen Grundlegung der 
statistischen Theorie. Nordisk Statistisk Tid- 
skrift, Bd.3. H. 4. 1928) als »Stochastik«. 

\Wenn von zwei zufälligen Variablen die eine 
einen bestimmten Wert annimmt und die andere 
den Charakter der zufälligen Variablen behält, 
so nennt man die beiden Variablen stochastisch 
verbunden. Es gibt vier Beziehungen zwischen 
zwei Variablen, je nachdem die eine zufällig 
oder nicht zufällig ist und die andere mit ihr 
[unktionell oder stochaslisch verbunden ist. 
alls eine zufällige Variable mit einer anderen 
zufälligen Variablen funktionell  zusammen- 
hängt, kann der umgekehrte Zusammenhang 
stochastisch sein. Die Korrelationstheorie inter- 
essiert es, wenn eine zufällige Variable stocha- 
stisch mit einer anderen, demnach ebenfalls 
zufälligen Variablen verbunden ist. 

Die Verleilungsgeselze. welchen die eine Va- 
rıable Y nach Festlegung des Werts der an- 
dern X folgt, heißen bedingte Verteilungsgse- 
selze der einen Variablen für bestimmte Werte 
der anderen. Die eine Variable ist von der 
ınderen stochastisch unabhängig, falls die Ver- 
leilungsgeselze von Y für alle Werte von X 
ılenlisch sind. Ein anderer Unabhängiskeils- 
begriff ist das Niehtkorreliertsein, ein Begriff, 
der nicht umgekehrt werden darf. Stochastische 
Unabhängigkeit bedingt Nichtkorreliertsein, 
aber nicht umgekehrt. Halls die Regression 
nicht linear ist, entspricht einem funktionellen. 
nicht Tinearen Zusammenhang ein Wert des 
horrelationskoeffizienten, der kleiner als ist. 

Betrachtungen rein apriorischer oder rein 
empirischer Nalur werden als Sylleptik  be- 
zeichnet. Es ist nach Tsehuprow von 
höchster Wichtigkeit. beide Systeme scharf 
auseinanderzuhalten. 

Der apriorische Korrelaltionskoeffizient kann 
nur dann gleich eins sein, wenn die Variablen, 
ım linearen Zusammenhang: sind sie slocha- 
stisch verbunden oder in einem funktionellen, 
nichtlinearen Zusammenhang, so ist er kleiner 
als eins. Er wird gleich null. wenn die eine 
Variable mil der andern nicht korreliert ist. 
ber nicht umgekehrt. 

Der empirische  Korrelationskoeffizient ist 
eins, falls die Abweichungen der einzelnen Werte 
(der beiden Variablen von ihren respektiven 
Durehschnitlen zufällig einander proportional 
sind. Er kann unbestimmt sein, falls alle em- 


pirischen Werle einer der Variablen zufällig 
einander gleich sind. Dieser Satz hat im 
apriorischen System kein Gegenstück. Ueber 
die Kenntnis der apriorischen Abhängigkeils- 
seselze verfügen wir nur in wenigen Fällen. 

Aufgabe der Stochastik ist es, eine Brücke 
zwischen den beiden svlleplischen Gebieten zu 
schlagen. Hierzu dient das Geselz der großen 
Zahlen. Will man auf Grumd empirischer Werte 
den numerischen Wert einer apriorischen Große 
abschätzen, so bildet man eine Funktion der 
empirischen Werte. deren mathematische Er- 
warltung der apriorischen Größe gleich ıst. 

Der sich so ergebende Präsumplivwert ist 
selbst eine zufällige Variable. Der Präsumpliv- 
wert einer Funktion einer Variablen ist nicht 
etwa gleich der betreffenden Funktion des 
Präsumplivwerltes dieser Variablen. 

Häufig wird zur Schätzung einer Funktion 
der apriorischen Wahrscheinlichkeiten dieselbe 
Funktion der entsprechenden statistischen 
fiskeilen verwendet. Gelegentlich ist es auch 
möglich. von verschiedenen Funktionen der 
empirischen Werte auszugehen. 

Weicht die malhematische Erwartung der 
Funktion der empirischen Werte von dem 
apriorischen Wert ab, so läßt sich, wenn die 
malhemalische Erwartung genau errechenbar. 
velegentlich eine modifizierte Funktion 
empirischen Werte bilden, deren mathemalt- 
sche Erwartung gleich dem apriorischen Wert. 
Die Schätzung apriorischer Größen mit Hilfe 
empirischen Materials hängt also eng mit den 
stochastischen Vormusselzungen in Bezug auf 
die Verbundenheit der empirischen Versuche 
zusammen. 

Die Lexissche Dispersionstheorie kann im 
sroßen und ganzen aufrecht erhalten werden. 
falls die apriorischen Größen bekannt sind. Im 
andern Falle kann aber die mathematische 
warlung des Divergenzkoeffizienten gleich eins 
sein, sowohl wenn die Versuche gegenseitig 
unabhängig sind und hierfür ist das Theo- 
rem aufgestellt als auch wenn sie uniform 
verbunden sind. Als uniform verbunden wer- 
den Versuche bezeichnet. bei denen das Ab- 
hängigkeilsgeselz für eine Teilgesamtheit von 
! Versuchen bei jeder möglichen Auswahl von / 
das gleiche bleibt. IHierunter fällt das Schema 
der nicht zurückgelegten Nummer, das der 
dazugelesten Nummer. endlich auch die unver- 
bundenen Versuche. Das Lexissche Kriterium 
erlaubt also die Unterscheidung der einzelnen 
Abarten nicht. Die einzelnen Varianten des 
Schemas der uniform verbundenen Versuche 
sind empirisch nicht unterscheidbar. 


Gesetz der großen Zahlen. Unter (dem 
Titel »On the asymptotie frequeney distribution 
of the aritlhmetie means of n correlated obser- 
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valtions for very great values of n« untersucht 
A. A. Tschuprow im Journal of the R. Stat. 
H. 1, Jan. 1925. die Gültigkeits- 
bedingung des Gesetzes der großen Zahlen. 
Ilierunter wird verstanden: 

Die Reihe der aritlhmetischen Mittel Für 
n unkorrelierte Werle einer zufälligen Variablen 
konvergiert nach einem bestimmten Wert.«. Zu- 
nächst wird nach Markoffs Verfahren für 
eine Verteilung mit endlichem Variationsbereich 
eine obere Grenze für die Wahrscheinlichkeit 
dafür aufgestellt. daß der absolute Betrag eines 
Fehlers unterhalb eines bestimmten Bruchteils 
des mittleren Fehlers liege. Wenn die Fehler 
endlich sind, eine notwendige Bedin- 
sung für die Gultiskeit des Gesetzes der großen 
/ahlen: Die mittlere Abweichung des arılhmeti- 
schen Mittels vom Mittelwert der mathena- 
lischen Erwartungen bei jedem einzelnen Ver- 
such muß mit wachsender Zahl der Versuche 
veven null gehen. Selbst bei voneinander unab- 
hängigen Versuchsreihen ist diese Bedingung 
nicht erfüllt. wenn nicht alle mittleren Fehler 
endlich sind. Auch bei voneinander abhängigen 
Versuchsreihen braucht diese Bedingung nicht 
erfüllt zu sein. Ein solcher Fall ist das Ziehen 
von Nummern aus einer Urne, wenn die ge- 
zosene Nummer nachher zweimal wieder hin- 
eingelegt wird, 

Uebrigens sieht man olıne weileres ein: das 
Gesetz der großen Zahlen gilt. je nachdem die 
mittleren Fehler des arıtlhmetischen Mittels mit 
wachsender Zahl der Versuche nach Null gehen 
oder nicht. Eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß das arılhmetische Mittel 
von n zufälligen Werten einer zufälligen Varia- 
blen Alter Ordnung mil wachsender Zahl der 
Versuche selbst eine zufällige Variable wird, 
daß also das Gesetz der großen Zahlen nicht 
eilt. hat Watanabe aufgestellt. Sie lautet: 
Die symmetrische Determinante kter Ordnung. 
sebildet aus den Grenzwerten der mathematli- 


schen Erwarlungen nullter bis Akter Potenz der 


\ittelwerte der zufälligen Variablen muß null 
und die entsprechende Determinante k—1. 
Ordnung von null verschieden sein. 

Hierzu wird ein einfaches Beispiel konstruiert. 
Je nachdem die aus einer Urne gezogene Kugel 
weiß ist oder nicht, sollen ohne Rücklage 
n Kugeln aus Urne 1 oder aus Urne 2 gezogen 
werden. Wenn die Wahrscheinlichkeiten, eine 
weiße Kugel zu ziehen, bei den beiden Urnen 
verschieden sind, so wird die mittlere Abwei- 
chung von der relativen Häufigkeit der weißen 
Kugeln bei -- 1 Ziehungen mit wachsen- 
dem nm nicht nach Null gehen, das Gesetz der 
vroßen Zahl also nicht erfüllt sein. 


Verteilung von Differenzen. Eine zu- 
fällige Auswahl von rn Individuen aus einer Po- 
pulalion von N mit gegebenem Verteilungsgesetz 
P(x) wird nach der Größe x geordnet. J. ©. 
Irvin (The further theory of Francis Gal- 
ton'’s Individual Differencee Problem. Blome- 
trika Bd. 17 Nr. 1/2, S. 100 bis 128. 1925) be- 
stimmt dann die Verteilung der Differenzen. 


Ztschr. f. angew. 
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Zunächst wird die mittlere Differenz zwi- 
schen dem pten und qten Individuum auf die 
unvollständige Betafunktion zurückgeführt, falls 
die Verteilung sich im unendlichen Gaußisch 
verhält. Dann werden die ersten vier Momente 
der gesuchten Verteilung berechnet. Dies wird 
für bestimmte Werte vonnfürp=1 und p 2 
mit Hilfe einer Kubaturformel und für das 
(“außsche Fehlergesetz numerisch ausgeführt. 
Die Verteilungsfunktion läßt sich formell an- 
schreiben, aber die darin auftretenden Aus- 
drücke lassen sich nur bei ganz kleinen nr und 
p auswerten. Daher wird eine Approximations- 

1 
funktion pe 3 o? für die Vertei- 
lung der Größendifferenz des ersten und zweiten 
und des zweiten und dritten Individuums auf- 
sestellt. Ihre ersten vier Momente zeigen be- 
[riedigende Vebereinstimmung mil denjenigen 
der exakten Formel. 

Falls die Auswahl aus Brüderpaaren be- 
steht und die Korrelationsoberfläche für die 
Paare von Brüdern normal ist. und der Kor- 
relationskoeffizient r, ist das Verhältnis der 
mittleren Differenz zwischen Brüderpaaren zur 
mittleren Differenz der  Gesamtbevölkerung 
gleich yı -T. 

Kine Ergänzung hierzu liefert Karl Pear- 
son (On the multiple correlation of brothers. 
biometrika Bd. 17 Nr. 1/2, 8. 129 bis 141, 1925). 
Der multiple Korrelationskoeffizient einer Va- 
riablen zu n andern geht mit wachsender Zahl 
der Versuche, falls die verschiedenen Koeffi- 
zienten nach r gehen, selbst nach Vr. Nimmt 
man das Pearsonsche Vererbungsgesetz an. 
wonach eine Generation als Gruppe gilt und die 
Korrelationen eines Individuums mit allen die 
jeweilige Gruppe symbolisierenden Individuen 
die gleichen sind, so erlaubt die Kenntnis pa- 
ternaler und fraternaler Korrelationen und des 
Koeffizienten selektiver Vermischung bei sta- 
biler Population die Bestimmung der multiplen 
Regressionsgleichung ohne Bestimmung indivi- 
dueller Ahnenkorrelation. Mangel an Angaben 
erlaubt bisher keine praktische Auswertung 
dieser Sätze. 


Form der Korrelationsoberfläche. 
bei zwei Variablen x und y für die Regrest 
sionslinien und y=fs(x) und für 
die Verleilungen der einen Variablen für ein be- 
stimmtes Intervall der andern und die umge- 
kehrte Beziehung bestimmte Bedingungen vor- 
seschrieben sind. so interessiert, welche funk- 
tionelle Form die Häufigkeit z des Paares xy 
annehmen kann. Dies untersucht Seimatsu 
Narumi (On Ihe general forms of bivariale 
frequeney distributions which are mathemati- 
cally possible, when regression and variation 
are subjected to limiting conditions. Biome- 
trika Bd. 15, TI. 1/2, S. 77 bis 88, 1923). 

Wenn alle Verteilungen «der einen Variablen 
für bestimmte Werte der anderen dieselbe 
"orm, aber natürlich nicht denselben Umfang 
haben, heißen sie vollständig homoscedastisch. 
Die Aequifrequenzkurven sind dann ähnlich 


N 

| 
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| ähnlich gelegen. Die allgemeine Glei- 
na der Korrelationsoberfläche hat die Form 
die P und 7 willkürliche Funktionen sind. 
werden nun Spezialfälle untersucht: 
Wenn die Korrelationsrate von x zu y 
ich null ist, die Regressionslinie 
stant ist. dann ist entweder der Korrelations- 
effizient gleich null, d.h. z das Produkt 
er Funktion. die nur von x abhängt, und 
eıner Funktion, die nur von y abhängt, oder 
ie andere Regression und die andere Korre- 
ılionsrate ist beliebig. Dann müssen die Ver- 
der für gegebene x Exponential- 
oder heleroscedastlisch sein. 
» Wenn die beiden Regressionslinien linear 
«l. dann gilt entweder wieder Fall 1 oder 
.ın bekommt die übliche normale Korrelations- 
herfläche oder vollständig positive Korrelation. 


rl 
3. Wenn — konslant, wobei =1g 


» sind im allgemeinen Fall die Regressions- 
‚urven rechtwinklige Hyperbeln und die Ver- 
teilungskurven fallen unter den Pearsonschen 
Ivpus III. Als Spezialfall tritt die normalg 
worrelalionsoberfläche auf und der Fall, daß 
die eine Regression exponentiell, die andere 
ouarıthmisch ist. 

Im Gegensatz hierzu stehen die Fälle. 
wo die Verteilungen der einzelnen Reihen erst 
durch Reduktion auf variable Maßstäbe ho- 
moscedastisch werden. Sind die Regressions- 
hurven und die dabei notwendigen multiplika- 
ven Faktoren linear, so sind im allgemeinen 

«lie beiden Reihenverteilungen vom Typus I, 

einem Spezialfall ist die eine vom Typus III, 
andere vom Typus VI. 

Is zeigt sich also, daß es gar nicht so viele 

ouliehe Oberflächen gibt. Man kann nicht 
olwiı beliebige Regressionslinien mit beliebigen 
\erleilungen «der Variablen kombinieren. 


Räumliche und flächenhafte Verteilung. 
ıı verschiedenen menschlichen Organen finden 
zahlreiche Korpuskeln von etwa kugel- 
ormiger Gestalt. Ein Schnitt durch das be- 
e!fende Organ erlaubt die Verteilung der so 

syeschniltlenen Kreise nach ihrer Größe auf- 
stellen. Fs fragt sieh, wie hieraus die Größen- 
orleilung der Kugeln und insbesondere der 

(tiere Radius abgeleitet werden kann. Im 

zemeinen werden die Kreisdurchmesser klei- 

sem als die Kugeldurchmesser, anderseits 

"len größere Kugeln häufiger geschnitten 

s kleinere. Herr S. D. Wicksell (The cor- 

eular problem, Biometrika Bd. 17 H. 1 u. 2, 

=», zeigt, daß die räumliche Größenvertei- 
sich aus der flächenhaften mit 
fe einer Abelschen Integralgleichung be- 
ınen läßt und daß diese Beziehung auch für 

'psoide gilt. Nur die Maxwellsche Ver- 
ung kann danach gleichzeitig die Verteilung 

hugeln wie der Kreise sein. Wenn also 

hugeln bezw. Kreise zufällig oder gleich- 

u verleilt sind. sind es die Kreise bzw. 

eln nicht. Die Lösung der Integralgleichung 

ubt auch die Aufstellung der räumlichen 


Verteilung für den wohl häufigsten Fall, dab 
die beobachtete Größenverteilung nicht analv- 
tisch, sondern nur numerisch gegeben ist. Man 
drückt hierzu den in der Lösung der Integral- 
sleichung auftretenden  Differentialquotienten 
durch die Differenzenquotienten aus. Eine 
andere Methode drückt das nte Moment der 
vsesuchten räumlichen Verteilung durch das 
n — Ite der beobachtelen Flächenverteilung aus. 
Das arithmelische Mittel der gesuchten Durch- 


. 
messer ist vleich mal dem harmonischen 
+) 


Mittel der scheinbaren Durchmesser. Für den 
statistisch  ungeschulten Anatomen wird end- 
lich eine dritte Lösung gegeben, welche die 
Häufigkeit der einzelnen Klassen der gesuchten 
Verteilung als Funktion der Häufiskeiten der 
beobachteten Verteilung ausdrückt. Dieselbe 
Integralgleichung tritt auch in der Stellar- 
statistik auf. Hier ist beobachtet die Pro- 
jeklion eines Sternhaufens auf die pholographi- 
sche Plalte und damil die Lagenverleilung in 
der Ebene, gesucht wird die wahre Lagen- 
verteilung im Raum. 

Die Wicksellsche Arbeit wird zweifellos 
auch für die Fragen von Bedeulung sein, auf 
die man heute bei der Erforschung der Struk- 
tur der Materie vielfach geführt wird. 


Statistik der Sterne. Die astronomischen 
Beobachtungen liefern ein immenses Material. 
das mit statistischen Methoden ausgebeutet 
wird. So werden die Verteilung der Sterne über 
das Firmament überhaupt, die Verteilung nach 
der Helligkeit oder nach ihrer Geschwindigkeit 
untersucht. Immer wieder tritt hierbei das 
(Gaußsche Fehlergeselz auf, dessen überragende 
Bedeutung uns aus der Statistik bekannt ist. 
In erster Näherung kann man für die nächsten 
Sterne annehmen, daß sie gleichmäßig über den 
Raum verteilt sind. Die Verteilung der Sterne 
nach ihrer absoluten Größe ist. wie Kaptevn 
sezeigt hat, Gaußisch: ebenso, wie Schwarz- 
schild gezeigt hal. die Verteilung nach dem 
l.osarilhmus der Geschwindigkeit. Somit läßt 
sieh die Zahl der Sterne von bestimmter Ent- 
fernung, bestimmter absoluter Größe und be- 
stimmter Geschwindigkeit angeben. Auf Grund 
dessen untersucht Herr Willem J. Luyten 

Nolte on some statistical consequences of the 
luminosity law.« Proc. Nat. Acad. America 10, 
S. 260 bis 264. 1924, Nr. 6) die Verteilung der 
Sterne nach einer Funktion //, die gleich der 
absoluten Größe -—- 5 mal dem L.ogarithmus der 
(Geschwindigkeit ist. Dabei werden nur Sterne 
betrachtet, deren Größe und Geschwindigkeit 
über einem gewissen Betrag liegen. Dies führt 
zu einem aus zwei analytisch verschieden ge- 
arteten Teilen bestehenden Verteilungsgesetz. 
Beide sind zwar Gaußisch, aber die je zwei 
dabei auftretenden Konstanten sind verschieden. 
Zur praktischen Verwendung muß man also, 
damit die beiden Teile aufeinanderpassen, den 
einen Kurvenzug noch mit einer Konstanten 
multiplizieren. Das Maximum ist sehr spitz. 
Nur in einem Spezialfall wird die Kurve sym- 
metrisch, Vier Vergleiche dieser theoretischen 
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Verteilung mit 100 bis 200 Sternen im Green- 
wicher Sternkatalos für verschiedene Minimal- 
werte der Größe und Geschwindigkeit ergeben 
eine befriedigende UVUebereinslimmung. 


Die Verteilung der Gattungen. In Fauna 
und Flora  vgelten. abgesehen von gewissen 
Schwankungen. folgende drei eigentümliche Ver- 
teilungen: Die Zahl der Gallungen ist um so 
orößer, je geringer die Zahl der Arten, die 
sie enthalten. Die Verleilung ist also einseilig 
und hat ein Maximum am Anfang. Die Zahl dır 
\rten. die nur auf einem engen Gebiet vorkom- 
men, ist größer als diejenigen, die auf einem 
vorößereii Gebiel vorkommen. Endlich besteht 
eine mehr oder minder enge Korrelation zwi- 
sehen «dem Ausdehnungsgebiel und der Zahl der 
Arten einer Gattung. Die weniger verbreiteten 
Gallungen sind die jüngeren. Dieses reziproke 
Verhalten von Arten und Galtungen Findet 
Chamberlin CGoneerning Ihe hollow eurve 
of distribution. Amer, Naturalist Bd. 58 Nr. 657. 
S.350 bis 5374. an den Coccidae. an L.in- 
nes Katalog der Würmer. der Insekten. «der 
Saugeliere und Vogel zusammengenommen, der 
Amphibien, Reptilien und Fische zusammenge- 
nommen, an allen Tieren Linnes, an Millers 
hatalog der Säugeliere Westeuropas und an 
den Goniferen bestätigt. Die Kurven sind zwar 
ziemlich unregelmäßig, weisen aber doch den 
prinzipiell gleichen Verlauf auf. Die Zahl der 
Gattungen mil nur einer Art ist umgekehrt 
proportional der Zahl aller Arten in der be- 
treffenden Familie Zu beachten ist allerdings, 
daß unsere Einteilung in Gattungen und Arten 
nur subjektiv ist, vielleicht keine wirkliche Be- 
deutung im Sinne der Nalur hat. und daß wir 
manche Arten überhaupt noch nicht als solche 
festgestellt haben, was zu einer Veberschätzung 
der Galtungen mil nur wenig Arten führt. 


Invaliditätstafeln.. Man betrachte eine 
(esamtlheit von Individuen. welche eine be- 
stimmte Anzahl von im Laufe der Zeit ver- 
lierbaren und  wiedererwerbbaren Merkmalen 
besitzen. Diese Merkmale sollen nur einzeln 
verloren werden können. Ihr Verlust bedeutet 
Austritt aus der ursprünglichen und Eintritt 
in eine neue Gesamtheit. Die Individuen der 
neuen Gesamtheit können aber dann wieder 
in die alte zurückkehren. 

Schönbaum Anwendung der Vol- 
terraschen Integralgleichungen in der malhe- 
maäalischen Statistik. Skandinavisk Aktuarie Tid- 
skrift, Upsala 1924. IE. 4. 216 bis 265. 1925. N. 1. 
I bis 22) untersucht die unter diesen Bedin- 
sungen vorhandene Zahl der Individuen jeder 
Gesamtheit als Funktion der Zeit. 

Versicherungsltechnisch interessiert hauptsäch- 
lieh der Zerfall einer Gesamtheit von aktiven 
a jährigen /a x unter der Wirkung von Sterb- 
lichkeit, Invalidität und Reaktivierung. Die 
Sterbensintensiläl u, und Invaliditätsintensi- 
tät r vr) der Aktiven soll zunächst nur vom 
Alter x, die Sterbensintensilät 2) und die 
Reaklivierungsintensilät 2) der Invaliden 
vom Alter x und dem Alter bei der Invalidi- 
sierung &, also auch von der Dauer der In- 
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vialidität abhängen. Kine Person soll mehrm:i!s 
invalid und reakliviert werden können. Die 
aktivierten Personen sollen der gleichen Stern) 
lichkeit und Invalidität unterliegen, wie die 
aktiv gebliebenen. Demnach ist die Kennt is 
von vier Intensitälsfunklisonen notwendig. 

Die Bestimmung der Zahl der Aktiven /, 
und Invaliden 7; (x) als Funktion des Alters 
seht zunächst genau so vor sich, wie die u) 
liche elementare Bestimmung der Veberleben- 
den aus der Sterbensintensität. Aber zu den 
sewöhnlichen logarilhmischen 
tienten kommt durch die Reakltivierten ein Intv- 
oralausielruck hinzu. Daher ergibt sich die Zahl 
der Aktiven vom Alter x aus einer Integro-Dil 
lerentialgleichung erster Ordnung von Vul 
lerraschem Typ. 


alı (x) 


wobei und 2 Funktionen sind. 
sich aus den vier Intensilälsfunktionen in ein 
facher Weise zusammenselzen. Diese Gleichung 
laßt sich leicht auf eine Volterrasche Inte 
sralgleichung zweiter Art überführen. Die Zahl 
der aktiven „wjährigen ergibt sich als Lösung 
von 


x 

wobeı der Kern 
x 

Hdr. 

a 

Die Zahl der Inaktiven ergibt sich dann aus 


ia) = pilr, 
wobei p;'x,&) die Wahrscheinlichkeit dafur. 
daß ein inaktiver Z jähriger inaktiv das Alter x 
erreicht. Diese Gleichungen werden dann nach 
der Volterraschen Methode behandelt. 

Aber auch die ursprüngliche Integro-Ditie- 
rentialgleichung läßt schrittweise Lösungen zu 
Als erste L.ösung erhält man eine Dekrementen- 
Iafel ohne Reaktivierung. Die zweite Näherung 
sibt noch die Zahl derer, welche einmal ı- 
valid und nachher reaktiviert wurden, die drille 
außerdem die Anzahl derer, welche invalid, © 
aktiviert, wieder invalid und wieder reaktivier! 
worden sind und nachher das Alter x als Aktıve 
überlebt haben. Bei der raschen Konvergenz 
venügl es, die ersten zwei Glieder dieser heile 
zu betrachten. 

Die bisher in der Versicherungstechnik 
lichen Lösungen sind Spezialfälle. Nimmt mn 
an, daß Sterblichkeit und Reaktivierung 
vom Alter abhängen, so erhält man eine 
Rieceatische Gleichung. Schließt man die 
lichkeit einer Reaktivierung aus, eine 
Differentialgleichung erster Ordnung. Nach «dı“ 
ser Formel sind die bisherigen Tafeln kon 
siruiert. 

Diese Methoden lassen sich auch auf 
olfene Gesamlheit anwenden, falls man die 
tensität des Ein- und Austritts kennt. Auf einen 
ähnlichen Volterraschen Typus führt auch 
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\nnahme, daß die Reaklivierten eine an- 
e Sterblichkeit und Invalidität besitzen als 
aktiv Gebliebenen. 
/uletzt wird das allgemeine Problem behan- 
aus einer Grundgesamtheil von Individuen 
n Merkmalen treten im Laufe der Zeit die 
\ividuen infolge Verlustes eines Merkmals aus 
| kehren zurück, sobald sie das verlorene 
erkmal wieder erworben haben. Gesucht die 
/alıl der Individuen zur Zeit £, falls die Ver- 
\ustintensitäten ny(E,T) (v 1.2...n) von der 
/eit t und der Dauer der Angehörigkeit zur 
srundgesamtheit die HRückkehrintensitäten 
/.u) von der Zeit 2 und der Dauer der Zu- 
schorigkeit zur neuen Gesamtheit abhängen. 
Dies führt auf eine Integro-Differentialgleichung 


or 


t 
+ dE, 


wober n(4,rt) die Summe der Intensitäten des 
\Verlustes der Eigenschaften v, (2,t,r) die 
Summe der Verlust- multipliziert mit den Rück- 
\ehrintensitäten und den Wahrscheinlichkeiten, 
dab ein Individuum nach Verlust des Merk- 
mals v beim Alter & zur Zeit £ noch ohne die- 
ses Merkmal ist. 

Diese Gleichung wird mit Hilfe des Dirich- 
\elschen Satzes in eine Integralgleichung ver- 
wandelt, welche ebenfalls nach der für die 
\olterraschen Integralgleichungen üblichen 
\lelhode aufgelöst werden kann. 


Reaktionszeiten verschiedener Sinne. 
langt die Reaktionszeit von der Sinnesschärfe 
hängen verschiedene Reaktionszeiten unter- 
onander ab, so daß die Reaktionszeit nicht 
'ıysisch, sondern psychisch bedingt ist? Abge- 

von experimentellen Schwierigkeiien kon- 
»iiziert sieh die Beantwortung dieser Frage da- 
ren, daß Reaktionszeit wie Sinnesschärfe vom 
\lier abhängen. In Biometrika, Bd. 15 Nr. 34 
sichten Y. Koga und G. M. Morant über 


\essungen an 39379 Männern. die vom Galton- 
boralorium vorgenommen worden waren. 
Die Korrelation zwischen dem höchsten 

orten Ton bezw. der Sehschärfe und dem 

\lter ist 0,61 bezw. — 0.51. Aber die Ab- 
„hme der Schärfe mit dem Alter geht nicht 
"ehmäßig vor sich. Die höchste Sehschärfe 
zw. Hörschärfe wird vielmehr erst mit etwa 
bezw. 25 Jahren erreicht. Die Regressions- 
chungen erlauben eine Reduktion der Beob- 
lungen auf ein gemeinsames Alter. Aber 

Kegression ist in all diesen Fällen nicht 
Man berechnet daher die beiden Kor- 
\lionsralen,. Der Koeffizient des Zusammen- 

zwischen der Reaktionszeit beim Hören 
Sehen und dem Alter ist so ziemlich Null, 
halte 0,24 bezw. 0,20. 

as Minimum der Reaktionszeit wird in bei- 
"allen bei etwa 25 Jahren erreicht. Die 
'klionszeit beim Hören ist immer geringer 
beim Sehen. 
erechnet man die Schwankungen bei dem 
'st gehörten Ton, die Sehschärfe und die 
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Reaktionszeilen mil und ohne Alterskorrektur, 
so ergibt sich, daß die Schwankungen der Seh- 
schärfe doppelt so groß sind wie die der Hör- 
schärfe. Die mittlere Seh- und Gehörschärfe 
wird durch Altersreduktion wesentlich geändert. 
Nicht aber die Reaktionszeit. Für den Zusam- 
menhang zwischen Hör- und Sehschärfe sind 
die Raten und der Koeffizient etwa von der 
Ordnung 0,3 und verschwinden annähernd nach 
Reduktion auf gemeinsame Alter, bei Schärfe 
und Reaktionszeit des Gehörs und Gesichts be- 
tragen sie elwa 0,1. Dagegen sind die Zu- 
sammenhänge zwischen den Reaktionszeiten des 
(ehörs und Gesichts 0.5. Und die Altersreduk- 
tion hat in beiden Fällen keinen Einfluß. 

Die Reaktionszeiten hängen also wenig von 
der Sinnesschärfe ab, stehen aber unterein- 
ander in wesentlichem Zusammenhang. 


Wirtschaftskurven der Inflation. Die 
Konjunkturkunde ist in Amerika eine ausge- 
diehnte Wissenschaft mil großem Apparat, wäh- 
rend wir hier erst Ansätze aufzuweisen ha- 
ben. In zwei Artikeln (»Indexkurven für die 
Braunkohlenwirtschaftx und »Die Wirtschafts- 
kurven der deutschen Inflationszeil«) referiert 
H. Hennig im Braunkohlenarchiv, Heft 9, 
Halle 1925, zunächst über die Methoden des 
»Harvard Universitv Committee on Economie 
Research«. 

Zur Darstellung des Verlaufs der Inflation 
wird wie üblich ein logarilhmisches Koordi- 
nalensystem verwendet und ein hyperbolischer 
Verlauf in diesem System angenommen. Die 
zwei auftretenden Konstanten werden dureh 
den Wert vom März 1921 und durch den End- 
wert festgelegt. llier wäre zunächst eine 
systematische Bestimmung, etwa mil Hilfe der 
Methode der kleinsten Quadrate besser.  Dar- 
über hinaus ist zu beachten, daß es über- 
haupt nicht eine einheitliche Entwicklung der 
»Inflation« gegeben halt, vielmehr sind  hier- 
für mehrere, voneinander verschiedene Variable 
zu untersuchen. Der Verlauf des Dollars, des 
Großhandelsindex, des Geldumlaufs, des Klein- 
handelsindex usw. sind nämlich dadureh gekenn- 
zeichnet, daß zwischen ihnen Phasenverschie- 
bungen bestehen. Die Phasenverschiebungen 
nehmen mit der Zeit ab. Die Inflation hört 
auf, sobald die Phasenverschiebung Null, also 
keine Inflationsgewinnler mehr existieren, bezw. 
wenn bereits zu einer fiktiven oder realen 
Rechnung in Goldwährung übergegangen wird. 
Es ist also wirtschaftlich falsch und daher 
statistisch verkehrt, nur eine Inflationsglei- 
chung, vom Aulor Hilfsniveaulinie genannt, an- 
zuselzen. Der Autor dividierl nun die verschie- 
denen Meßziffern durch seine Hilfsniveaulinie 
und nennt die Resultate rektifizierte Wirtschafts- 
kurven. Die Behauptung, daß am 11. April 
1924 10 Uhr Nachmittag 41 Minuten und 3617, 
Sekunden die Kurve unslelig geworden wäre, 
also der absolute wirtschaftliche Zusammen- 
bruch eingetroffen wäre. wenn die Inflation 
nicht am 20. November 1923 aufgehört hätte, 
ist wohl sinnlos. 


Hleidelberg. 1. Gumbel. 705 
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Numerische Integration der Haupiglei- F(w)-Tabelle. 
chung der äußeren Ballistik. Die Haupt- — = — 
sleichung der äußeren Ballistik läßt sich auf w Fiw) JI F(w) 
die Form bringen lsz + F(w), wo F(w 
j dz | 6,4 6,933 1.076 
eine Luflverzögerungsfunktion bedeutet, die mei- 62 5857 
stens empirisch gegeben ist. Es ıst welg», 69 1.856 1,001 
wo » die Geschoßgeschwindigkeit bedeutet und 64 3.951 0,905 
lg: wo den Neizungswinkel der 6.0 3.139 0,812 
. 
(eschoßbahnlangente die Horizontale be- 9.245 0,794 
deutet. 1.312 1,033 
Für 10 cm-Kruppsche Normalgeschosse mil 0.688 0,624 
>00; 8 1.22 gilt folgende Tabelle. (Sie 467 14 
ist Cranz, Lehrbuch der Ballistik I, Berlin 58 454 19 
1925, Julius Springer, entnommen und durch Eee we 13 
Interpolation auf Aquidistante ıww-Werte 56 
bracht. Vergl. nebenstehende F(ı )-Tabelle. 418 10 
Das Verfahren der Näherungsfolgen liefert 107 
zur Inteoeration der Differentialgleichung 397 
« y* 10 
dz 1 5,52 387 a 
dw Tgez+F(w) 5,51 >78 
2,50 369 
dw 5,49 
den Ansalz 7» Zu 48 
5,48 353 
5,47 345 
Als erste nehmen wir div Ge- 2,46 337 
rade , 2% . Mit als zveile 544 294 
Tg 20 + (wo) 
Naherung kann man eine dritte Näherun;s 75 5,43 315 7 
erhalten usw. 5,42 >08 
Dies Verfahren konvergierl um so besser, je 5,41 302 7 
. . . f 0% 
kleiner Tgz. im Vergleich zu F (mw) ist, also 5,40 295 
ist die Konvergenz besonders gul Für den An- 


wo wir aber jetzt von z, w, ausgehend nur 


lang der gesuchten Integralkurve w) einen Schritt weiter gehen bis z, dann 
spiel eiwa von w— 2,6 ab) wird die Kon- neuen Ausgangspunkt wählend bis 75 ws Tor! 
vergenz Schlechter. Um die Integration den- schreiten usw. Auf die erste Näherung ist 


noch forlselzen zu können. kehren wir das 


en etwas mehr Sorgfalt zu verwenden, weil div 
Verfahren um und betrachten mw als Funktion 


konvergenz des Verfahrens zunächst nur noch 


um aw -+ schwach ist, da Tgzr und F(mw) etwa gleiche 
dz Größenordnung haben. überwiegt aber 
und dann wird die Konvergenz wieder 
= +/ Tez F(w)]dz:. besser. Verfolgen wir nun das Beispiel der 
Tabelle. Vom Punkte 0,55, wu 6.4, enl- 
Als erste Näherung nehmen wir die sprechend 9, 30" und = 600 m/see., gehen 
Funktion ww, + F(w,)]) (z— 2), wir aus. 
1 1 
w Tgz, Tgzı + F(w) Tg2 + 23 
+ F(w) Tg 23 + F(w) 
6.4 6,933 0,5493 | 0,500 7,435 0,1345 0,5493 0,500 7.43: 0,1345 0,549 
6,3 .0,857 358 190 6,347 1576 5347 
6,2 4,556 5224 479 5.335 1874 5176 476 5.333 0,1875 
6,1 | 3,951 5089 469 4,420 2262 4970 
6,0 3,139 4955 | 459 3.598 2779 41720. 440 3,579 | 0,2794 0,4718 
Die erste Integration über dem Intervall folgen nach der einfachen Simpsonschen Reue 
m 6.1 bis mw 6,5 wird nach der speziellen Um die Genauigkeit der ersten Integration ab 
h schälzen, wurde z, für w 6,0 gebildet. NN 
Simpsonschen Regel 12 [ydx 8ya sieht, daß die erste Integralion ausreichend "| 
Ö Nun nehmen wir m, 6.0: 0.1720 


y,) ausgeführt, die übrigen Integrationen er- neuen Ausgangspunkt. 
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| 1 1 
'Tgzı + F(u) Tg 22 + F(w) 
| | | | 
6.0 3,139 0,4720 | 0,440 3.579 | 0,2794 0,4720 0,440 3,579 0,2794 0,4720 
5,9 2,345 4441 | 417 2,762 3621 4402 414| 2,759 3624 | 4402 
5,8 | 1,312 4161 | 324 1,706 5362 3949 376 | 1,688 »924 3947 
5.7 0,688 „882 | 370 1,055 9152 »186 308 | 0,996 1.0040 3158 
5.6 0,480 3602 345 0,825 1,2121 2091 206 0,686 1,4577 1927 
Vergleicht man die drei z-Spalten, dann sieht her die Integration um. Vom Punkte 7,— 0.2, 
man, daß eine nochmalige Integration nicht 10, = 9,606 (dureh Interpolation gefunden) aus 
nötig ist. Von nun an wird die Konvergenz vehend erhalten wir: 


(les Verfahrens schlechter und wir kehren da- 


2 F(wy) Tg: Tg=+ F(w;) | | F' (wg) Tgz + F(wy) wg 
0,2 5,606 0.492 | 0,197 0.689 5.606 0,192 0,689 5,606 
0,15 5,572 0,444 0,149 0,593 
0,1 5,513 0.410 | 0,100 0,510 5,546 114 514 5,546 
0,0 5,492 0,363 | 0,000 0,363 5,503 372 372 5,502 
— 0,1 5,456 0,334 — 0,100 | 0,234 5,473 347 247 5,471 
- 0,2 5,483 0,317 | - 0,197 | 0,120 5,456 334 137 5.152 
Der Wert z=0,15 wird milgenommen, um Nun wird die Konvergenz wieder besser, wir 
eine gute erste Näherung zu erhalten. können daher größere Schritlle machen. ' 


2 wi F (w;) Tg z Tg:+ Fiw) Tgz+F(w) | F(w;) Tgz+ F(w;) 

— 0,2 | 5,452 | 0,331 | — 0,197 0,154 9,452 | 0,331 0.134 5,452 0,331 + 0,1934 5,152 

0,3 15,439 320 — 0,291 0,029 324 | 0.035 5,444 324 + 0,035 5,44 

0,4 15,436 | 319) — 0,380 0,061 J5,446 | 326 | —0,054 5,445 3235| —0,055 

0,6 |5,442| —0,214 | 338 | 0,199 5,459 336 0,201 | 5,459 

0,8 15,463 339 — 0,664 — 0,325 5,529 >96 — 0,268 5,52% 387 — 0,277 15,521 

1,0 | 5.496 | 366 — 0,762 0,396 15,588 | 461 — 0,298 5,564 433| — 0,329 |5,568 

Während in den beiden ersten Schemata Zur Kontrolle des Ergebnisses stellen wir 
spaltenweise vorgegangen werden kann, muß in die Werte, die Granz mit Isoklinen und In- 
den beiden letzten bis zum Doppelstrich zei- tegraph findet (zweite Zeile), neben die hier . R 
lenweise vorgegangen werden. sefundenen (dritte Zeile). Die Vebereinstim- 


mung ist recht gut. 


2 0,5494 0,50 0,40 0,30 0,20 0,10 0,00. —0,10 0,30 
— 6,3969 6,115 5,814 5,689 5,608 5,545 5,502 5,470 5,452 5,445 
— 6,4000 6,115 5,812 5,687 5,606 5,546 5,502 5,471 5,452 5,444 


z= -0,50  —0,70 — 0,80 
w= 5,454 5,487 5,529 
w= 5,452 5,490 6,521. 

Die zu 20,50 bis 0,50 gehörigen m-Werle Soll die Veränderlichkeit der Luftdichte mil 
sind durch Interpolation gebildet. der Höhe y berücksichtigt werden, dann be- 
Das hier erläuterte Integralionsverfahren läßt Itrachten wir die oben gefundene Lösung w 
sich in einer Stunde gut durchführen, be- w(z) und y==y(z) als erste Näherung der 

sonders dann, wenn eine Rechenmaschine zur Differentialsleichung 
Verfügung steht. 
Die Bestimmung von Flug-Weilte, -Höhe, -Zeit =-Tg2:+—-F(w), 
erfolgt nun am raschesten nach einem plani- iz do 
inelrischen Verfahren. (Vergl. J.Groeneveld, die nun in analoger Weise zu integrieren ist. 
Die Planimeter als Integrationsinstrumente, Zeit- 
schrift für Instrumentenkunde 47, 8. 126.) Clausthal. J. Groeneveld. 718 
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Ueber die Mittlere Abszisse'). 1. Zur gra- 
pliischen Quadralur einer vorliegenden Kurve 
pflegt man elwa folgendermaßen vorzugehen: 
\an wählt auf der Kurve eine Anzahl Teil- 
punkte, zieht durch diese die Vertikalen, 
Ireffvertikalen, außerdem in jedem der 
entstandenen Streifen eine passend zu wählende 


weitere Vertikale, Knickvertikale. lür 
jede Treffvertikale konstruiert man durch 
Ihiliszeichnung oder instrumentell als Ver- 


haltnis der Teilpunktsordinale zur konstanten 
Integrationsbasis das Steigungsmab der In- 
tegralkurve. Vom auf der ersten Treffverti- 
kalen beliebig angenommenen ersten Treff- 
punkt zieht man unter dem ersten Sleigungs- 
mab die erste Stülzstrecke bis zum Schnitt 
mil der ersten Knickverlikalen, von diesem, 
dem ersien Knicekpunkt aus unler dem zwei- 
ten Steivungsmab «die zweite Stülzstrecke über 
die ım zweilen Treffpunkt geschnittene zweile 
Treffvertikale hinweg bis zur zweiten Knick- 
vertikalen usw. Bei Annahme der 
Iinickverlikalen werden die Stülzstrecken Tan- 
senten, die Treffpunkte Berührungspunkte einer 
Integralkurve. 

Zieht man nämlich durch die Teilpunkte die 
Ilorızontalen bis zu den benachbarten Knick- 
vertikalen, so bilden sie mit den auf den 
Iniekvertikalen abgeschnittenen Strecken 
sammen eine Treppe. Die Fläche unter dieser 
wird dureh den Stülzstireekenzug überall genau 
qnmadrtert. Damit die Fläche unter der gege- 
benen Kurve jedesmal bis zur Treffvertikalen 
Iterbei ebenfalls genau quadriert werde, ist 
solehe Wahl der Knickverlikalen erforderlich, 
daß in jedem Streifen die Fläche unter der 
Ireppe gleich der unter der Kurve wird. Die 
venaue lesllesung der Knickverlikale, die Be- 
stimmung der Mittleren Abszisse würde 
die Kenntnis des Integrals vorausselzen; 2e- 
nahert laßt sie sich aber für viele Zwecke auıs- 
reichend mil einfachen Mitteln leisten. 

Oft genügt es. die in gleichen Abständen von 
beiden Treffvertikalen vezogene Mittelvertli- 
kale des Streifens als Knickverlikale zu nelh- 
Men, Dieses, der Trapezregel gleichwerlige, 
Verfahren quadriert das von den die benach- 
barten Teilpunkte verbindenden Sehnen 
vrenzlte Polvygon, vernachlässigt die zwischen 
Sehne und Kurve liegenden Segmente. Kine Be- 
rucksichligung dieser muß dureh  Verschie- 
bung der Knickvertikale aus der Mittelvertikale 
seschehen; ein gules Augenmaß kann hier viel 
leisten. An Konstruktionen sind die der Simp- 
sonschen Regel verwandten gebräuchlich. Sie 
beruhen auf der Ersetzbarkeit des Kurven- 
stückes dureh einen Parabelbosen mil verli 
kaler oder horizontaler Achse. Diese Erselz- 
barkeit braucht sich nicht auf den Verlauf der 
kurve, sondern nur auf die Abhängigkeit der 
Seumentfläche von der der Zeichnung noch zu 
entnehmenden Strecke zu beziehen. Statt der 
vewohnlich benu'z'en, innerhalb des Segments 


' Wie Prof. v. Mises mir schreibt, deekt sich 
diese Mitteilung teilweise mit Ausführungen. die 
er in seinen Vorlesungen zu machen pflegt. 
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auf der Mittelverlikalen bezw. Mittelhorizon- 
talen gelegenen, Strecke kann man auch den 
Abstand zwischen der Sehne und der ihr pa- 
rallelen Tangente heranziehen. Diese Methode 
hal den Vorzug, auch für nicht orientierte Pa- 
rabelsegmente genau zu sein, daher im allge 
meinen bessere Annäherung zu liefern. 

2. Die Knickvertlikale in einem Streifen wird 
folgendermaßen gefunden: Zu der die Teil- 
punkte verbindendenSchne ziehlman 
die parallele Tangente, ferner dureh 
den Halbierungspunkt der Sehne die 
Horizontale bis zum Schnitt mil der 
Tangente. driltelt die so erhaltene 
Streeke und legt dureh den Auberen 
Drittelungspunktdie Knickvertikale 

llier braucht man bei der Tangentenziehung 
den Berührungspunkt nicht; bekanntlich legt 
man eine Gerade vorgeschriebener Richtung 
ebenso genau an eine Kurve wie durch einen 
Punkt. 


/ 


KA 


| 
| 


| 


Abb. 1. 


Zum Beweise legen wir außer der durch 
gehenden Knickvertikalentreppe auch die durch 
( gehende Mittelvertikalentreppe, und bringen 
die Tangente mit den Teilpunktshorizontälen 
zum Schnitt in A und Z. Dann ist der Unter- 
schied beider Treppenflächen 


FHJG=11J-EC= HJ: KABI 


voleich der Fläche jedes AL berührenden 
rabelsegments über der Sehne AP. 

Als Beispiel diene die Inhaltsbestimmung des 
Kreisquadranten mil einem einzigen Teilpunkt. 
Die Vernachlässigung läßt sich hier leicht be- 
rechnen. Dem wahren Wert 


Im — 0,7854 r? 


steht der Näherungswert 
K=2|sin-cos + —-2sin — 
8 3 S 


- C08 ) = 0,1848 r? 
8 
gegenüber. Die Vernachlässigung beträgt we- 


niger als IvT, liegt an der Grenze der durch 
Zeichnung überhaupt erreichbaren Genauigkeit. 


Yand»7, Heft 2 


RR 


Abb. 2. 


Die mit der Ersetzbarkeit durch orientierte 
Parabeln — hier eine vertikale und eine hori- 
zontale — arbeitende Methode, die sicher nicht 
weniger mühsam ist, würde rechnungsmäßig 
auf 0.7843 r? führen, mit etwa doppelt so gro- 
er Vernachlässigung. Die bequeme, die Seg- 
mente ganz vernachlässigende Methode würde 
den Quadranten in über 20 Stücke teilen 
müssen, um theoretisch gleiche Genauigkeit zu 
erzielen; praktisch würde sie sie wegen Häu- 
Iung von Zeichnungsfehlern sicher nicht er- 
reichen. 

Die praktische Verwendung der Methode be- 
trelfend sei sogleich noch folgendes gesagt: In 
der Umgebung eines Wendepunktes ist es im 
allgemeinen leicht, eine verhältnismäßig lange 
Sehne so zu legen, daß die Segmente auf bei- 
den Seiten sich nahezu aufheben; dort ist die 
\littelvertikale als Knickvertikale zu nehmen. 
Ierner lege man auf alle Scheitel (Punkte 
„roßter oder kleinster Krümmung) Teilpunkte 

sonderlich genau braucht dies aber nicht 
‚ıı geschehen; ein einzelner Scheitel im Strei- 
Icon nahe am Rande schadet selten merklich. 
Nahezu horizontale Sehnen sind zu vermeiden. 
im übrigen wird man die Sehnen, wenn dabei 
(ie Winkel gegen die Kurve unter 60% bleiben, 


ungefähr gleich der halben Integrationsbasis, 


eher größer als kleiner nehmen dürfen, ohne 
»elürchten zu müssen, daß die Vernachlässi- 
ungen die Zeichnungsfehler übertreffen. 

>». Für die Genauigkeits- 
'iskussion setzen wir voraus, 
lab im Streifen kein Wende- 
punkt und kein Scheitel liegt, 
"aß die Krümmung also mo- 
"otone Funktion der Weg- 
inge ist; sie nehme etwa 
‚om linken Teilpunkt A bis 


der sehnenparallelen Tangente als (, den 
Fußpunkt des Lotes aus U auf AB mit 
F, ferner die Längen Ab=s (UFf=h, 
AF=». 


Wir zeigen zunächst, daß von allen erlaubten 
Bögen mit denselben Hauptpunkten A, BD, € 
zur kleinsten Fläche der aus einem Kreisbogen 
und einer Strecke zusammengesetzte Korbbogen 
gehört, der als Kreis mit dem Mittelpunkt auf 
ÜF von A beginnt, als solcher über € hinaus- 
geht und in die aus B an ihn gelegte Tangente 
ausläuft. Der Kurvenbogen kann nämlich bei 
C nicht stärker gekrümmt sein als dieser Kreis; 
denn da nach links die Krümmung nicht ab- 
nehmen darf, würde sonst die Kurve die Sehne 
schon rechts von A treffen. Sind die Krüm- 
mungen bei € gleich, so müssen zwischen € 
und A Kurve und Kreis zusammenfallen. Ist 
die Kurve bei C flacher, so liegt sie weiter 
links zunächst außerhalb des Kreises und kann 
diesen wegen der Monotonie der Krümmung 
vor A nicht wieder schneiden. Aehnlich folgt, 
daß auch rechts die Kurve außerhalb des Korb- 
bogens verläuft. Fläche / und Winkel « und 
unter dem Kurvenstück sind mindestens gleich 
Fläche Z und Winkeln a’ und ßB’ unter dem zu 
den gleichen Hauptpunkten gehörigen speziellen 
Korbbogen. Wegen >a> BP folgt allgemein 


“ım rechts benachbarten 
"ie zu. Von den Winkeln 
’wischen Kurve und Sehne 
st also Ueberhängende 
"ogen mit 90° schließen 
vir aus, 

Wir bezeichnen den Be- 
\hrungspunkt der Kurve mit 


1l 


1.4 
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Zur Untersuchung des Korbbogens setzen wir 
— nur für diesen — 


8 
u (2) (3) 
x» tang (4), A=tang (9) 
Aus (1) folgt 


Bezeichnen wir das geradlinige Stück DD 
mil g, den Radius MA mil r, so läßt sich der 
Figur entnehmen, daß 


AANUC=a, 


p=rsina, h=r(l—-cos«), Vs (s- 


—h 
r=MG+GD=" „+ gtang#', 
cos 


2 


L=MACD+MDB—MAB=/, 


rg s(r—h 


-H 
2 2 
Mit (3), (4), (5) wird 
— 
4x 7 
Re —— 7), 
(7) 
also 
(8), 
weiter 
1 + x? — 24 
also 
2 
und 
1 — 
8 3% 8“ 8 16% 
1 
+7% —) (artgx + artg 


Für dieses Korbbogensegment wollen wir 
nun zunächst s und Z, also u festhalten, die 
anderen Größen variieren. Auf einer in der 
unendlich kleinen Höhe d über AB gezogenen 
Parallelen wird die Sehne 

38 — (cotga' + cotg 
ausgeschnitten. Wir betrachten sie als Funk- 
lion von $ oder, bequemer, von 


Unter Heranziehung von (4), (5), (9), (8) 
erhalten wir 


cotg «' + cotg 8’ — 

2x 2A 
u? 
u 1-9)(1+ 92 

und weiter 


ul— 


d 

(eotga' + cotgß)) = 

Wegen (6) ist 
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also 
d 
cotg a’ + cotgz > 
u (1 — (1 + .)? 


2 u 


‘ 


— 


Mit wachsendem p nimmt nun zu, ab, 
(cotg @’—-cotgß’) ab, s’ zu. Die unendlich 
nahe über ADB gelegene Sehne s’ ist also in 
«dem zu größerem p gehörigen Segment größer. 
Würden weiter oberhalb die Sehnen wieder 
gleich, so würde sich ebenso zeigen lassen, dal 
unmittelbar über den gleichen Sehnen wieder 
dieselbe Ungleichung gilt. Bei festgehaltenen 
s und /i wächst also ZL mit p. 

Die Fläche / unter einem beliebigen erlaub- 
len Kurvenstück ist mindestens gleich dem 
zu gleichem s, A, p gehörigen Korbbogenseg- 
ment, dessen «a’< «a; dieses ist mindestens 
gleich dem Korbbogensegment, das in s, A, « 
mit J übereinstimmt, da größeres «’ wegen (8) 
kleineres $, d. h. p bedeutet. Von den zu 
gleichem s, A, « gehörigen Segmenten ist das 
Korbbogensegment Z, für das jetzt dauernd 

»—=tang 
2 
an Stelle von (4) tritt, das kleinste, ein Ueber- 
schuß des zur Näherung benutzten Parabel- 
segments A über J ist also mindestens gleich 
dem Ueberschuß von K über ZL. 
Mit (7) wird 


2 


also mit (10) und (9) 


K-—-L 1 
= = 
s? 


_ 
2 -$-9 


16 
Bei festem x macht ein bestimmter $-Wert, 
der bei variablem x Funktion von x wird, 
/(x, $) zum Maximum. Setzen wir in diesen 

Sinne 
f@)=Max/(,9) ..... (14), 

so ist stets 
(15). 
In Fig. 4 ist f(x) als Funktion von « dar 
gestellt, außerdem die durch Reihenentwicklun: 

zu erhaltende Näherungsfunktion 

(16 
Aus der Monotonie der Krümmung läßt sich 
andererseits folgern, daß von allen erlaubte: 
Bögen mit denselben Hauptpunkten A, D, ( 
und Winkel « zur größten Fläche der aus 
zwei Kreisen zusammengesetzte Korbbogen gc- 
hört, der als Kreis mit dem Mittelpunkt au 
CF von D beginnt, als solcher über C hin- 
ausgeht und in den berührenden unter « i 
A einfallenden Kreis ausläuft. Die Fläche un- 
ter ihm läßt sich ähnlich wie ZL, wenn auc 
umsländlicher, aus fünf elementar zu berech 
nenden Stücken zusammensetzen. Der durcı 
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s? dividierte Ueberschuß über X hängt außer 
von @« noch von $ und u ab. Variieren dieser 
Parameter liefert das Maximum als Funktion 
von d&. Diese Funktion verläuft zunächst 
ziemlich geradlinig unter f(x), geht bei etwa 
50° in 9 (x) über, welches den Ueberschuß des 
»rößten bei bestimmten s und « überhaupt 
erlaubten, nämlich des unter dem Kreisbogen 
mit B=a, F=1 gelegenen Segmentes M dar- 
stellt. Durch Einsetzen findet man aus (10) 


1 1, 1 x], 
— 


und 


M-K 1 2 
— + ) art 
2 (; + 4 
3%“ 24 15 
0.020 
0075 
| 
| 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
| 
O 30 60 90°? 
Abb. 4. 


Wie die Figur zeigt, bleibt bis « = 66% auch 
unter 0,015«. Geht man zu Gradmab 
uber, so ergibt sich abgerundet als bis zu 
(dieser Grenze brauchbare Fehlerabschätzung 


In der Regel wird die Vernachlässigung nur 
einen kleinen Teil dieses Betrages ausmachen. 

Die Methode wird die günstigsten Resultate 
liefern, wenn die Vernachlässigungen von der 
(rößenordnung der Zeichnungsfehler werden, 
da ein stärkeres Herabdrücken der Vernach- 
\ussigung eine größere Anzahl von Teilpunkten, 
also Häufung von Zeichnungsfehlern im Ge- 
lolge hätte. Ist die Integrationsbasis b (z.B. 
Id em), die Zeichnungsschärfe 5 (z. B. 0,01cm), 
so wird man bei ungünstigster Annahme über 
(lie Vernachlässigungen 


nehmen, was bei obigen Werten zu 
2 


su —b, 


mindestens 


sm 


4 


führte. Daß man dabei immer an die obere 
Grenze 66° für den Winkel zwischen Kurve 
und Sehne herankäme und daß die Vernach- 
lässigungen immer den größten möglichen Wert 
erreichten, ist aber nicht anzunehmen, so wird 
die am Schlusse von Nr. 2 gegebene Anweisung 
wohl dem Optimum meist wesentlich näher 
kommen. 


Greifswald. C. Thaer. 708 


Ueber graphische Rechentafeln mit einer 
frei beweglichen Leiter. Die Rechentafeln 
mil einem beweglichen Blatt, das wie auch 
das Grundblatt bezifferte Punkt- oder Linien- 
scharen trägt, kann man folgendermaßen ein- 
teilen: 

1. Das bewegliche Blatt hat mit dem Grund- 
blatt stets einen für beide Blätter festen Punkt 
im Endlichen’ gemeinsam, wird also nur um 
denselben Punkt gedreht: Tafeln mit 
drehbarem Blatt. 

2. Das bewegliche Blatt hat mit dem Grund- 
blatt stets eine für beide Blätter feste Richtung 
(einen unendlich fernen Punkt) gemeinsam, 
wird also nur in beliebigen Richtungen ver- 
schoben: Tafeln mit verschiebbarem 
Blatt. 

3. Das bewegliche Blatt wird auf dem Grund- 
blatt frei bewegt: Tafeln mit frei 
beweglichem Blatt. 


Diese Dreiteilung ist vom Standpunkt der 
Praxis aus getroffen; mathematisch lassen sich 
natürlich die Gruppan 1 und 2 als Sonderfälle 
der Gruppe 3 auffassen. 

Der ehrwürdigsie Vertreter der ersten Gruppe 
ist das ebene Astrolabium, mit dem man Auf- 
gaben der Kugeldreiecksrechnung löste. Schon 
bei diesem Gerät, mehr noch aber bei an- 
deren »Rechenscheiben« alter und neuer 
Zeit, hat man die Anzahl der um denselben 
Punkt drehbaren Blätter vermehrt. 

Zur Gruppe der Tafeln mit Schiebeblatt ge- 
hören zunächst die mancherlei eindimen- 
sionalen Rechenschieber. Auch hier 
hat man, wie bei den Tafeln mit drehbarem 
Blatt, die Zahl der beweglichen Teile (Zungen) 
vermehrt. Von den zweidimensionalen 
Rechenschiebern, für die ich die Bezeich- 
nung »llächenschieber« vorgeschlagen 
habe, war im dieser Zeitschrift wiederholt die 
Redet). 


I) Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 182 bis 184, 
S. 254 bis 267, Bd. 6 (1926), S. 327 bis 329. Ueber 
einen Flächeıschieber zur Eisenbetonrechnung, der 
mit einer einzigen Einstellung 3 simultane Glei- 
chungen mit 7 Variabien löst, vergleiche man 
P. Luckey, Beton und Eisen, 1926, Heft 5, 
S. 95 -97. 
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Als Anwendungen des dritten, allgemeinen 
Falls kann man wohl bisher nur diejenigen 
besonderen Formen aufweisen, bei denen zwei 
(einfach oder mehrfach) bezifferte Punkte 
des beweglichen Blattes mit zwei ebensolchen 
Punkten des Grundblaltes zur Koinzidenz 
kommen. Die Ablesung bei diesen Rechen- 
tafeln, denen bei zweifacher Bezifferung jedes 
Punktes die Schlüsselgleichung 


+ 93)? = — + (956 — 915)? 
zukommt, laßt sich auch durch Streckenüber- 
tragung mit einem Stechzirkei vollziehen !), 

Man kann sich aber auch Tafeln mit einem 
[rei beweglichen Blatt vorstellen, bei denen be- 
zilferle Punkte des einen Blattes mit eben- 
solchen Linien des anderen Blattes zur Koin- 
zildenz zu bringen sind, und die vorhin er- 
wähnlte Deckung von Punkten mit Punkten ist 
als Sonderfall dieser Art von Einstellung zu be- 
trachten, da einer der beiden Punkte als Schnitt 
zweier Linien aufgefaßt werden kann (ein 
Punkt einer gewöhnlichen Leiter z. B. als 
Schnitt von TVeilstrich mit Träger). Im fol- 
senden sollen für diese Galtung die Schlüssel- 
sleichungen derjenigen ganz einfachen Formen 
abgeleitet werden, bei denen das Grundblatt 
sur bezifferte Geraden trägt, die alle durch 
einen im Unendlichen oder im Endlichen ge- 
lesenen Punkt gehen, und das bewegliche Blatt 
nur bezifferle Punkte, die alle auf einer Ge- 
raden liegen. 

I. Das Grundblatt lrägt parallele 
Parallelenscharen. Das Grundblatt trage 
drei parallele, mit den Veränderlichen z,. Zs>, 
7, bezifferle Scharen von parallelen Geraden 
(Abb. 1). Diese Scharen seien in einem karte- 
sischen Bezugssystem durch die Gleichungen 


23 = (23) 
segeben. Ebenso trage der bewegliche Streifen 
die alle auf dieselbe Gerade (X’-Achse) als 
Träger bezogenen Leitern 

235 =9 (35), =% (2%). 

Bei der Einstellung komme nun der Punkt 
z, auf die Gerade z,, der Punkt z, auf die Ge- 
rade z, und der Punkt z, auf die Gerade z3 
zu liegen. Zwei beliebige dieser Koinzidenzen, 
z.B. und Sind Linstellkoinziden- 
zen, die dritte z,. 4, ist dann Lösungskoin- 
zidenz, so dab jede beliebige der 6 Veränder- 
lichen als Unbekannte auftreten kann. 

Da die Differenzen der Abszissen 
bei jeder Einstellung den entsprechenden Diffe- 
renzen der %5, proportional sind, so 
ergibt sich als Schlüsselgleichung des 
Nomogramms Abb. 1 die Gleichung: 


9% | 
fa 95 1|=0. 


Hat man eine vorgelegle Gleichung, die bis 
zu 6 Veränderliche enthalten kann, auf diese 
l’orm gebracht, so kaun man, um der graphi- 
schen Tafel eine passende Form und eine ge- 


I) Diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), S. 49/50, S. 53 
bis 59, Bd. 4 (1924), S. 77 bis 88. 
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eignele analylische Darstellung zu geben, die 
Glieder jeder der beiden ersten Spalten der 
Determinante mil einem geeigneten Faktor mul- 
liplizieren und zu den Gliedern jeder dieser 
Spalten einen geeigneten Summanden hinzu- 
fügen. Unter den Gleichungen von der 
Schlüsselform sind für diese Tafelart besonders 
geeignet diejenigen, bei denen die drei Funk- 
tionen f oder die drei Funktionen g je unter- 
einander teilweise oder alle übereinstimmen, 
Damit soll nicht gesagt sein, daß die zu diesen 
Funktionen gehörigen Veränderlichen identisch 
sein sollen. Ist letzteres der Fall, so hat man 
überzählige Systeme, die im allgemeinen nicht 
empfehlenswert sind. 

Beispiele: a) Mischungsformel 
tı + matg 


my + 


Diese Formel mit 5 Veränderlichen, die z.B. 
die Mischungstemperalur zweier gleichartiger 
llüssigkeitsmengen m, und m, von den Tem- 
peraturen und angibt, oder das Mittel 
zweier Messungen #, und £, von den Gewichten 
m, und m;, oder die Schwerpunktsabszisse f 
zweier Massen m, und m, mil den Abszissen 
f, und f,, läßt sich schreiben: 


— mı 1 
m 1 
0 t 1 


Abb. 2 ist die zugehörige Rechentafel. Will 
man z.B. wissen, was herauskommt, wenn man 
S Liter 32-prozentigen mit 4Litern 17-prozen- 
ligem Alkohol mischt, so lege man, wie es der 
Schlüssel vorschreibt und die Abbildung zeigt, 
den Ablesestreifen so auf das Grundblatt, daß 
auf m, =8 und =32 auf m 
fällt. Dann zeigt die Linie O des Grundblatts 
auf dem Schiebestreifen den Wert !=27 an. 
Es gibt also 27-prozentigen Alkohol. 

Um allen vorkommenden Größenbereichen 
gerecht zu werden, wird man auf dem Ab- 
lesestreifen mehrere gleichförmige Leitern ver- 
schiedenen Maßstabs anbringen. Man kann auch 
die f-Leiler fest auf das Grundblatt zeichnen 
und die Ablesung mit einem Papierstreifen vor- 
nehmen, auf den man jeweils die drei Teil- 
punkte überträgt. 


Baud 7. Heft 2 


April 1927 Kleine Mitteilungen 157 


b) Sphärischer Kosinussalz 
cos a = cos b cosc sin b since cos @. 
Setzt man in bekannter Weise 
b+-c=u, b—c D, 
.o kann man die Gleichung auf folgende Form 
bringen: 


— cos 0° --cosv 1 
— 180° — eosu 
— cosa — cosa 1 


So kommt man zu der Rechentafel Abb. 5, 
die man mühelos herstellt, indem man bei 
dem »Sinuslinearpapier« von GC. Schleicher 
und Schüll (Nr. 378!/;, und Nr. 3791/,) die 
Sinusbezifferung durch eine Kosinusbezifferung 
erselzt. Behält man übrigens die Sinusbeziffe- 
rung bei, so kann die Rechentafel zur Lösung 
des  sphärischen  Sinussatzes dienen. Der 
Punkt © der beweglichen Leiter wird dann 
stels auf die Grade 0 des Grundblalts ein- 
sestellt und die eine Hälfte bei Grund- und 
Schiebeblatt fällt weg. 

Es sei z.B. die Entfernung von Hamburg 
531/,0 n.B., 10° 6.L.) und New York (401/, 
n.B., 74° w.L.) gesucht. Dann kennt man in 
lem Dreieck Hamburg—New York—Südpol die 


mit 180% bezifferter Endpunkt auf die mit 2740 
bezifferte Parallele fällt, so zeigt der Teil- 
strich auf die Parallele a = 55". Also 
beträgt die gesuchte Bogenentfernung rd. 55°. 
Das sind rd. 55x 6100 km. 

Auch hier kann man bei fest auf das Grund- 
blatt gezeichneter «-Leiter die Ablesung mil 
Ililfe eines Papierstreifens vollziehen. 

Gleichungen von der hier behandelten 
Schlüsselform 


fi 494 l 
fa I5 1 0 
I 1 


lassen sich auch durch eine Fluchtentafel mit 
den karlesischen Netzen 


darstellen. Für unser Beispiel b) erhält man 
die von M. d’Ocagne!) entworfene und als 
»trigonomelrisches Gitter« bezeichnete Tafel. 
Auch kann man einen Flächenschieber von der 
in der Abb. 4 dargestellten Form wählen. Hier 
legt man den beweglichen Streifen so an eine 
der unbezifferten wagerechten Parallelen, daß 


Traitö de Nomographie, 2. Aufl. Paris 1921, 


Seiten b=M — 531/ = c=MW-+ S. 301. 
101/,0 — 1301/,% und den Winkel « = 100 + 74° 
s4’. Durch numerische Rechnung findet man 
b--c=274, b—-c=13. Legt man nun — yo | 
siehe den Schlüssel die Leite so auf das 320° 309° 20° 2° 779° 700 
Grundblatt, daß ihr linker, mit 0% bezifferter 
Endpunkt auf die mit 13% und ihr rechter, 
| 
| 
| 
40° 60° 80° no 700° 120° 740° 
360° J2O 300 280 279° Lb0 220 


Abb. 2. 


m; ti + mat 


Mischungsformel: t= 
my + ma 


a 


Abb. 3. Sphärischer Kosinussatz: 


seispiel: ı=8, ı =32, m =4,=17;,t= 27. cosa=cosbcosc + sinbsinccose. 


— 


| 
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die Koinzidenzen z, 42, en!- 
stehen. Das Beispiel b) hat schon M. Eble!) 
nach diesem Verfahren behandelt. 


T 


(24) (25) (2) 


(2% (3) 
fi fa 44 95 

Abb. 4 — 


96 


2. Das Grundblatt trägt Strahlen- 
büschel mil gemeinsamem Zentrum. 

Auf dem Grundblatt erzeugt man 4 bezifferte 
Strahlenbüschel (z,), (25), (23), dadurch, 
daß man die Teilpunkte von 4 auf demselben 
seraden Träger (X-Achse) befindlichen Leitern 


fı, fa, = fs, u= fi 
init einem beliebigen, außerhalb dieses Trä- 
vers gelegenen Punkte der Ebene verbindel 
(Abb. 5). Der bewegliche Streifen trägt auf 
einem geraden Träger (X-Achse) die 4 Leitern 

Bei der Einstellung fällt ein Punkt z, auf 
eine Gerade z,, ein Punkt z, auf eine Gerade 
7, ein Punkt z; auf eine Gerade z, und ein 
Punkt z, auf eine Gerade z,. Ist z.B. z, ge- 
sucht, so ist 7, 1.ösungskoinzidenz, wäh- 
rend die drei anderen Koinzidenzen Einstell- 
koinzidenzen sind. 

Man läßt also den Punkt z, auf der Geraden 
z, und den Punkt z, auf der Geraden z> glei- 
ten, bis auch der Punkt zz auf die Gerade z3 
fällt. Dann geht der Strahl z, durch den 
l.eiterpunkt mit der gesuchten Bezifferung zz. 


I) vergl. Läska, Lehrbuch der Astronomie, 
2. Aufl., 1. Teil, Bremerhaven 1906, S. 8 bis 10. 


(2) (2) (23) (z,) 
[RAsno 25) 


5. 
h-Nh.A-h Roh 


Für eine zu einer Punktreihe x projektive 
Punktreihe x’ besteht eine Beziehung 
_ar+ß 


oder 
Setzt man in diese Gleichung für x und a’ 
der Reihe nach die Paare f,, 95: f» 94: Is» 
/s, 95 ein, so erhält man die 4 Gleichungen 


Die Elimination von «, ß, y, d aus diesen 

4 Gleichungen ergibt nun als Schlüssel- 


gleichung für die Tafelform Abb.5 
die Gleichung mit 8 Veränderlichen 


| 9 A 9 1 | 
% 
h 
hs Ah 1 

Marburg. P. Luckey. 670 


Transformationen in nomographischer 
Darstellung. Im Nomogramm besitzen wir 
außer einem wertvollen Hilfsmittel der graphi- 
schen Darstellung auch ein mathematisches 
Denkmittel. So bietet gerade die nomogra- 
phische Darstellung von Transformationen für 
diese Auffassung ein lehrreiches Beispiel). 

1. Nomographie und Analysis situs. 
Die Netznomogramme haben im Gegensatze zu 
den Fluchtnomogrammen die vorteilhafte Eigen- 
schaft, daß sie gegen Verzerrungen im Sinne 
der Analysis situs (Topologie) unempfindlich 
sind. Man kann bei ihnen das bekannte An- 
schauungsmittel der topo!ogischen Untersuchun- 
gen anwenden, das hier darin besteht, daß 
man sich etwa das Netznomogramm auf einer 
Kaultschukplatte markiert und diese in ent- 
sprechender Weise verzerrt denkt. In der An- 
wendung zeigt sich diese wertvolle Eigenschaft 
auch darin, daß, falls sich das Zeichenpapier 
verzieht, das Nomogramm noch richtig bleibt, 
was von den Fluchtnomogrammen nicht be- 
hauplet werden kann. (Letztere bleiben nur 
bei allen homographischen Transformationen 
richtig.) Diese Analysis-silus-Eigenschaft der 
Netznomogramme sieht man auf folgende Weise 
ein. Beim Netznomogramm, das eine Super- 
position dreier Kurvenscharen ist, kommt es 
darauf an, daß Scharkurven zweier dieser 
Scharen sich in einem Punkte schneiden und 
daß durch diesen Punkt eine Kurve der drit- 
ten Schar geht. Diese Verhältnisse bleiben 
auch bei allen eineindeuligen stetigen Verzer- 
rungen erhalten. Wenn wir mit Brouwer 
eine nebst ihrer Inversen stetige und einein- 
deutige Abbildung als eine topologische 


I) vergl J. Dejmek, Ueber ein Nomogramm zur 
Darstellung der Längen- und Zeitverhältnisse in 
der speziellen Relativitätstheorie. Phys. Zeitschr. 
26, 256, 1925. 


Heft 2 


April 1927 Kleine Mitteilungen 159 


ezeichnen, so wollen wir von zwei Netz- 
omogrammen, welche durch eine derartige 
\orschrift zusammenhängen, sagen, sie seien 
opologische Bilder voneinander!). 

Die vorangegangenen Bemerkungen kenn- 
eichneten das Netznomogramım in einer prin- 
‚ipiellen Eigenschaft, die sich zeigt, wenn man 
las Nomogramm als solches einer eineindeu- 
'isen stetigen Verzerrung unterwirfi. Neben 
lieser Veränderung des Nomogramms kann 
„och eine andere betrachtet werden, die da- 
durch entsteht, daß man die Parameter der 
einzelnen Kurvenscharen einer Transformation 
ınterwirft. Diese Veränderung des Nomo- 
sramms liefert gleichzeitig eine nomographi- 
sche Darstellung der Transformationen. 

Es kann zunächst die Frage aufgeworfen 
werden, wann zwei Nomogramme, die durch 
eine Transformation der Parameter ausein- 
ınder hervorgehen, topologische Bilder von- 
einander sind. Zu einer Beantwortung dieser 
auf analytlischem Wege zu gelangen, 
scheint gegenwärtig nicht möglich zu sein, da 
man über keine analytische Darstellung der 
ıllgemeinsten eineindeutigen stetigen Transfor- 
maltion verfügt. Eine solche kann ja als eine 
/usammensetzung von vielen infinitesimalen 
[ransformationen gedacht werden ?), 

\an gelangt aber auf folgendem Wege zu 
einer Aussage Ist die Gleichung F (z,, Zs, 23) 

0 (Fi23 —=0) gegenüber der in Frage stehen- 
(en Transformation 


2, 23) (G=1,2,8). (1) 
ınvarlant, d.h. geht F,>s3—=0 beim Uebergang 
‚u einem andern Koordinatensystem über in 
Fi2,2,23)=0 =0), so würden sich 
die Nomogramme für =0 und Fi, 
bei Wahl derselben Trennung der Veränder- 
'ichen (disjonetion des variables bei d’Ocagne) 
lecken. Für die Gleichung Fja3=0 sei eine 
Irennung der Veränderlichen gefunden, dar- 
‚estellt durch die Gleichungen 

\ermöge der Transformation (1) gehe Fj>; 

über in —=0#) und man hat nun für 
iese Gleichung die Wahl der Trennung der 
\ariablen frei. Wir beschränken aber die 
“reiheit in der Trennung der Veränderlichen, 
'ndem wir die Transformation (1) in sie mit 
"inbeziehen. Aus 

= fi (21, 29, 23) = (X, y) 

) Von diesem Standpunkte aus kann der An- 
‚morphose (Verstreckung bei Luckey) die Auf- 
'ssung gegeben werden, daß die verstreckte Tafel 
\omogramm mit Geradenscharen) als topologisches 
3ild eines allgemeinen Netznomogramms erscheint. 

“) Vergl. etwa G. Fano, Enzykl. d. mathem. 
''Issenschaften, III. Bd. II. Teil, p. 355. 

‘) Es wird hier nur der Fall mit drei Veränder- 
‚chen betrachtet, da bei mehr als drei Veränder- 
chen das Nomogramm in den meisten Fällen auf 
"ne Verkoppelung von Nomogrammen mit drei 
“eränderliehen zurückgeführt werden kann. 

Die Invarianzeigenschaft von Fı23 = 0 sei für 
en Moment nicht vorausgesetzt. 


folgt durch Auflösen der Gleichungen nach z 


Die Gleichungen (3) stellen eine Trennung 
der Veränderlichen für G,a3—=0 dar. Denn 
und 0 hängen ebenso mit (1) 
zusammen, wie die Gleichungen (2) und (3). 
Die Gleichungen (3) sollen als das Resultat des 
Einbeziehens einer Transformation 
in die Trennung der Veränderlichen 
selten. Durch sie wird aus allen möglichen 
Trennungen für = eine ausgewählt, wel- 
che die Transformation implizite enthält. 

Beide den Trennungen (2) und (3) entspre- 
chenden Nomogramme werden superponiert. 

Wählt man also — jetzt bei vorausgeselzter 
Invarianz von = 0 gegenüber (1) — als 
Trennung der Veränderlichen für die Gleichung 
= 0 die aus der Anwendung obiger Ope- 
ration hervorgehenden Gieichungen, so decken 
sich die Nomosramme nicht mehr. Beide 
Nomogramme stellen also wegen der voraus- 
geselzten Invarianz die Gleichung dar, 
woraus man zu schließen berechtigt ist, daß 
die beiden Nomogramme topologische Bilder 
voneinander sind. Man gelangt also zu dem 
Ergebnis, daß zwei Netiznomogramme, 
die dureh Transformalion der Para- 
meler auseinander hervorgehen, 
dann topographische Bilder vonein- 
ander sind, falls die Gleichung, die 
durch das Nomogramm dargestellt 
wird, gegenüber der in Frage ste- 
hendenTransformation invariantist. 

2. Darstellung von Transforma- 
tionen. Es können zwei Wege eingeschlagen 
werden, um Transformationen nomographisch 
darzustellen. Man kann von einer direkten 
und indirekten Methode sprechen. Die erstere 
besteht darin, daß man, falls das System der 
Transformationsgleichungen vorliegt, für jede 
Gleichung das Nomogramm — sei es ein Netz- 
nomogramm oder ein Fluchtnomogramm, wenn 
dies möglich ist — zeichnet. Dies hat zur 
Folge, daß soviel Nomogramme  gezeichnel 
werden müssen, als Veränderliche vorhanden 
sind. So ist von M. Lindow ein Flucht- 
nomogramm für die Thiele- Transformation 
gezeichnet worden, die für das »probleme 
restreint« von fundamentaler ist!). 
Sind aber mehr als zwei unabhängige Ver- 
änderliche durch eine Transformation mit 
einem zweiten System von Veränderlichen ver- 
knüpft, so wird die Darstellung schon um- 
ständlicher. 

Der Kernpunkt der indirekten Methode be- 
steht demgegenüber in der Operation, die 
oben das Finbeziehen der Transformation in 
die Trennung der Veränderlichen genannt 
wurde. Die Trennung der Veränderlichen (3) 
enthält die Transformation implizite. 

Handelt es sich darum, zusammengehörige 
Werte von & und 2; zu bestimmen, so ist 
selbstverständlich die direkle Darstellung zu 


I) M. Lindow, Astronom. Nachr., Nr. 5128, 
Bd. 214, S. 236, 


| 
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wählen. Denn nach der indirekten Methode 
erhält man nur zusammengehörige Werte z; 
und z,, die außerdem den Gleichungen F,>3 

0 bezw. G,a3 —=0 genügen. Es hieße also 
Unmögliches vom Nomogramm in unserer Dar- 
stellung zu verlangen, wollte man sämtliche 
zusammengehörige Werte ablesen. 

Dagegen wird die Darstellung nach der in- 
direkten Methode der Auffassung des Nomo- 
sramms als malthemalisches Denkmittel ge- 
recht, indem sie gestattel, die durch die Trans- 
formation bedingten Verhältnisse in graphi- 
scher Darstellung zu überblieken. Als Glei- 
chung F,>3 0. die an sich irrelevant ist. 
wird man natürlich eine solche wählen, die 
der Transformation gegenüber von bestimm- 
tem Interesse ist. Ein Beispiel bietet das 
Nomogramm des Verfassers zur Darstellung 
der Längen- und Zeitenverhältnisse in der spe- 
zieillen Relativitätstheorie. das die bekannten 
Erscheinungen. die durch die Lorentz- 
Transformation bestimmt werden, zu über- 
blicken gestattet !). Dortseibst sind die beiden 
superponierten Nomogramme topologische Bil- 
der voneinander. 

Brünn, 10. Nov. 1925. J. Dejmek. 612 

Die Auflösung von Gleichungen mit loga- 
rithmischen Gliedern. 1. Aus der Gleichung 

aslge+br+c=0...(W 
sei x zu berechnen. Dieser Fall kommt in 
der Thermodynamik vor, wenn aus der Kirch- 
hoffschen Dampfspannungsgleichung bei gege- 
benem Sältisungsdruck die zugehörige Siede- 
temperatur zu bestimmen ist. Wir können uns 
dazu des folgenden zeichnerischen Verfahrens 
bedienen. Wir setzen 
. 
und zeichnen uns in einem Diagramm mit x 
als Abszisse und y als Ordinate die logarith- 
mische Linie (2) ein. 

lühren wir (2) in die Gleichung (1) ein, 

so geht sie über in 
asy+bs+tc=0 ... (8). 

Dies ist die Gleichung einer Ellipse oder 
IIyperbel, je nachdem ob a negativ oder po- 
sitiv ist. Wir können uns diese im x, y-Dia- 
sramm konstruieren, oder einfacher dadurch 
bestimmen, daß wir für einige Werte von x 
aus (3) das zugehörige y berechnen. Der 
Schnittpunkt der Ellipse bezw. Hyperbel mit 
der logarithmischen Linie bestimmt uns durch 
seine Abszisse den gesuchten Wert von x. 

2. Es seien die beiden Gleichungen gegeben: 

+d=0 (4), 
ag +ble(1 y) 
+ dq=0 (5). 

Derartige Gleichungen treten auf als Gleich- 
sewichtsbedingungen für ein  Flüssigkeits- 
Dampfgemisch aus zwei Bestandteilen 2), Es be- 


I) Joe. eit p. 258. 

2) Siehe V. Fischer, Beiträge zur Thermo- 
dynamik veränderlicher Massen nebst Anwendungen, 
Zeitschr. für techn. Phys. 7, 1926, S. 527. 
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steht nun die Aufgabe, x und y als Unbe- 
kannte aus den Gleichungen (4) und (5) zu 
berechnen. Wir bedienen uns dazu wieder 
eines zeichnerischen Verfahrens. Dasselbe be- 
steht darin, daß wir den funktionellen Zu- 
sammenhang zwischen x und y, der sieh 
einerseits aus der Gleichung (4), anderseits 
aus der Gleichung (5) ergibt, in einem Dia- 
sramm durch Kurven darstellen. Der Schnitt- 
punkt dieser beiden Kurven bestimmt die zu- 
sammengehörigen Werte von x und y, die so- 
wohl der Gleichung (4) als auch der Gleichung 
(5) genügen, und die daher die gesuchte Lö- 
sung darstellen. 

Wie sich diese Kurven ermitteln lassen, sei 
im Nachfolgenden erläutert. Wir setzen 


algı=z. . . (6) 


und zeichnen uns die durch (6) gegebene 
losarilhmische Linie in einem Diagramm mit 
x als Abszisse und z als Ordinate auf, siehe 
Abb. 1. Wir nehmen nun für y irgend einen 


zZ 


p 


| 
| 
| 


Abb. 1. 


bestimmten Wert y, an, den wir uns als 
Ordinate in einem x, y-Diagramm auftragen, 
siehe Abb. 2. Wir schreiben ferner für den 
\Wert 7, 

bleyı —c( — yı? +dı =e. . 


| 
| | | 
! | 
| x 
ı RA65722 


Abb. 2. 


Unter Berücksichtigung von (6) und (7) er- 
halten wir dann aus (4) eine Gleichung von 
der 


z + ec 1 .. 
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(8) stellt die Gleichung einer Parabel dar, 
die sich im &, z-Diagramm, Abb. 1, konstruieren 
ließe. Einfacher geschieht die Aufzeichnung 
dadurch, daß man für einige Werte von x 
aus Gleichung (8) die zugehörigen Werte von z 
berechnet. Der Schnittpunkt ? der Parabel 
mit der logarithmischen Linie, siehe Abb. 1, 
entspricht der Gleichung (8), und somit auch 
der Gleichung (4) für den angenommenen Wert 
von y. Tragen wir uns daher die zu diesem 
Schnittpunkt P gehörende Abszisse x, aus dem 
Diagramm Abb. 1 in dem Diagramm Abb. 2 
als Abszisse zu y, auf, so erhalten wir einen 
Punkt Q, der durch Gleichung (4) gegebenen 
Kurve. In gleicher Weise ergibt sich ein näch- 
ster Punkt Q@s derselben, u. s. w. Ebenso fin- 
den wir die Kurve 0,’, 0’ ..., welche die 
Gleichung (5) darstellt. Der Schnittpunkt © 
der beiden Kurven bestimmt durch seine Ab- 
szisse und Ordinate die beiden gesuchten Werte 
v und 7, welche die beiden Gleichungen (4) 
und (5) erfüllen. 

Sind die Werte a, b, c, d,, d; in den Glei- 
chungen (4) und (5) keine Konstanten, sondern 
veränderliche Parameler, die z.B. bei der An- 
wendung der Gleichungen auf Gemische den 
Sättigungsdruck und die Siedetemperatur ent- 
halten, so kann man bei bestimmten Drücken 
die obige Konstruktion für verschiedene Tem- 
peraluren wiederholen und bekommt so die 
Gleichgewichtsisobaren des Gemisches. 

Frankfurt a.M. V. Fischer. 687 


Zur Darstellung der Wahrscheinlichkeits- 
funktion und des Wahrscheinlichkeitsinte- 


grals. Die Berechnung des Laplaceschen 
Integrales 
je 


- cosdbrdr. . . (A) 


— 
und des aus diesem durch Integration abge- 
leiteten Integrals 


fer" . (B) 
x 


0 


erfolgt vornehmlich nach zwei Methoden, die 
schon Laplacet) selbst gegeben hat. Bei der 
einen Methode wird die Umformung dadurch 
erreicht, daß zunächst cosbx durch die 
Moivresche Formel 1/, (ebzi e-bzi) er- 
selzt und darauf umgeformt wird. Nach der 
anderen Methode wird durch Differentiation 


und partielle Integration die Differentialglei- 
chung 


hergeleitet, deren Lösung der gesuchte, sich 
auch nach der ersten Methode ergebende Aus- 
druck 


a 


 ) Theorie analytique des probabilites, Seconde 
:dition, Paris 1814, pag. 96 und 97. 


ist. Eine weitere Lösung, die bereits Fou- 
rier") erwähnt, ergibt sich durch Entwicklung 
von cosbx in eine Reihe mit darauf folgen- 
der Integralion der aufeinander folgenden Glie- 
der. lHingegen führt die Entwicklung der Funk- 
lion eraa? in eine Reihe zu einem falschen 
Irsebnis,. weil das Integral 

cosbrde= 02) 


0 
besteht. Das Intesral (A) läßt sich aber auch 
durch Umformung der  Exponentlialfunktion 
e- «2°? berechnen, wenn man nämlich nach dem 
Moivreschen Satz 


et! (al x?) -+ sin (at.r?) 


selzt, wodurch sich ergibt: 


= cos (a! .r?) eos bir 
I 
+1! [sin (ala?) cosbr 


Aus den Integralen 


cos2Er „ (cos sin &?) 


‚(a), 
£ rt 
— Ya sin ( \ 
4 
\ 
sinz?’ cos? Erdr = „ (cos ) 
7T 
= Va sin ( — 
4 J 


die man z.B. bei Cournot?), Duhamiel®) 
und bei Boussinesq?>) findet, oder aus den 
Integralen 


1 7T # n? 
cos (ma?) cosnz da =— eos 
2 2m| 4m 


. (= ) ı/a 1 ( n® 
V: cos ) 
4m’! 2 m 4 mI 
2 
1 7 
sin(mx?) cosna dr = ( ) 
2m L 4 m 
0 
— sın | = SIR 
4 m 2 m 4 m 


I) Analytische Theorie der Wärme, Deutsche 
Ausgabe von Prof. Dr. B. Weinstein, Berlin 1884, 
S. 349, Nr. 374. — Diese Darstellung findet man 
z. B. auch bei J. L. Raabe, Differential- und Inte- 
gralrechnung, Zürich 1839, Bd. I, S 258. 

2) Vergl. hierzu Raabe, Bd. I, S. 245 und 341, 
sowie Franke, Lehrbuch der höheren Mathematik, 
Hannover 1851, S. 270. 

3) Elementarbuch der Theorie der Funktionen, 
Deutsch bearbeitet von Dr. ©. H. Schnuse, Darm- 
stadt 1845, S. 422. 

4) Lehrbuch der Differential- und Integralrech- 
nung, deutsch von Wagner, Braunschweig 1555, 
S. 242 und 213. 

5) Cours d’analyse infinitesimale, Tome II, Fas- 
cieule II, Compl&ments, Paris 1890, pag. 134. 
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die sich beispielsweise bei Raabe!) und bei 
Schlömilech?) vorfinden, kann man die Inte- 
vrale 


b? 
feos (ai x?) cos bir - sin — + ) 
ai 4 ai 


[rin cos br dx cos ) 
a? 


herleiten, durch deren Anwendung die oben 
aufgestellte Gleichung übergeht in 


alal.ı b? 
cos | [sind (*+ ) 
ai 4 ai 


-1 e08 — 
a 4 ai 
1 
_ 
a 


Da aber e!ari Vi ist, so ergibt sich, wie 


es sein muß, 


I 
2 
cosbrdı = e (D. 


In dem schon erwähnten Uebungsbuch zum 
Studium der höheren Analysis von Prof. Dr. 
Schlömileh wird mit Anwendung der In- 
tesrale (a’) und (b’) das Integral 


Ir 
Vn | | = 
2 
hergeleitet. Setzt man in diesem 
b 
am Va B= 
2 
so erhält man in Uebereinstimmung mil der 
gegebenen Darstellung 


fe dt= 


0 
Auf andere Weise haben Prof. Dr. J. Dien- 
sgser3) und auch Prof. Dr. Schlömilch ®) 
das Integral 


je 
ehri—y 


= 
Aa 


a? 


I) Erster Teil, S. 268. 

?, Vebungsbuch zum Studium der höheren Ana- 
Iysis, Zweiter Teil. Dritte Auflage 1882, S. 16». 

3) Differential- und Integralrechnung. Stuttgart 
1862, 2. Bd., S. 300. 

Kompendium der höheren Analysis, 4. Aufl. 
Braunschweig 1895. 2. Bd., S. 275. 

Diese Darstellung, bei der dann umgekehrt die 
Integrale und hergeleitet werden, findet 
man ferner auch in den »WVorlesungen über be- 
stimmte Integrale und die Fourierschen re 
von J. Thomae, Leipzig und Berlin 1908, S. 171. 
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hergeleitet, das durch die Substiltulionen 


. 
r=ai, 2a=b, ef 

in das mit dem Integral (I) identische Integral 


h2 


+bei = 4a 


I 
umgeformt werden kann. Dieses Integral geht 
aber auch aus dem in den Vorlesungen über 
die Integralrechnung von Cauchy-Moigno!) 
und bei Natani?2 sich findenden Integral 


I 


’ 
a 


— 
hervor, wenn man 


b=ai, 
2b 


setzt und beachtet, daß man für — auch 


Vi schreiben kann. 
Integriert man die Gleichung (I) nach b von 
0 bis b, so folst bekanntlich 


fe a: fra 


Will man jedoch ohne AU des Wertes 
b 


von das Integral ermitteln, so bilde 
Ö 
man die Gleichung 


[eos [sin (aix?) —— 
x x 


b? 1 b 
ai 4 ai 


der zufolge wiederum 


je 


.sinbx 
e AxX d x 
x 


4 
— — 2Ynai „de 
(ID) 
0 
ist. 
Berlin. II. Koeppler. 701 


') Deutsche Pre von Dr. ©. H. Schnuse, 
Braunschweig 1846, S. 233. 

3) Die höhere Kuda in vier Abhandlungen. 
Berlin 1866, S. 165. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin SW 19, Beuthstr. 7, zu beziehen, 


J. GECKELER, Ueber die Festigkeit 
chsensymmetrischer Schalen. Mit 
»L Abb. und 5 Zahlentafeln. Forschungsarbeiten 
uf dem Gebiete des Ingenieurwesens, heraus- 
egeben vom Verein deulscher Ingenieure. Heft 
>76. VDI-Verlag G.m.b. H. 1926. 528. Preis 
hrosch. 6,50 M. 

Die unmittelbare Veranlassung zu der vor- 
liegenden Arbeit war der Bau einer weilge- 
‚spannten dünnwandigen Eisenbetonkuppel. In- 
Iolge der Verwendung im Bauwesen entstand 
ler Wunsch, die exakten, aber kompliziert zu 
berechnenden Lösungen durch Näherungsme- 
\hoden zu ersetzen, die einfacher zu hand- 
haben, aber für eine Festligkeitsrechnung doch 
ıusreichend genau sind. Der Verfasser geht 
hei seinen Entwicklungen von den Love’schen 
(‚leichungen aus. Es zeigt sich (im Sinn des 
Saint-Venant’schen Prinzips), daß die Span- 
nungen, die von Randkräften und Randmomen- 
\en herrühren, vom Rande weg mit starker 
Dämpfung oszillierend abklingen. Man kann 
(laher entsprechend einem Vorschlag von W. 
Bauersfeld die Schalengleichung durch Ver- 
nachlässigung von Gliedern in solche mit kon- 
stanten Koeffizienten überführen und Lösun- 
ven gewinnen, die Drehschalen von beliebiger 
"orm und variabler Wandstärke umfassen und 
bequemer anwendbar sind. Die Rechnung ist 
für eine konstante und für eine nach einem 
angenommenen Gesetz veränderliche »Abklin- 
„ungszahl« durchgeführt. An dem Beispiel einer 
isenbetonkuppel ist die gute Uebereinstim- 
mung zwischen einer exakten Berechnung und 
der Näherungsmelhode gezeigt; auch unmittel- 
saure Messungen bestätigen die gefundenen Er- 
vebnisse. Angewendet ist das Verfahren noch 
auf die Ermittlung der Spannungen in Kessel- 
böden. J. Ratzersdorfer. 762 


Dr. techn. h.e. A. OSTENFELD, Professor 
ın der Technischen Hochschule Kopenhagen. 
Die Deformationsmethode. Mit 42 Abb. 
\erlag von Julius Springer, Berlin 1926. V + 
I1SS. Preis 10 M. 

Bei der Berechnung von slalisch unbestimm- 
(en Systemen wurden schon vielfach, in An- 
ehnung an ein Verfahren von Mohr, die 
‘ormänderungsgrößen als Unbekannte einge- 
ührt. In der vorliegenden Arbeit ist aber die 
er sebräuchlichen »Kraftmethode« dual zu- 
„sordnele Deformationsmethode in eine svsle- 
näalischere Form gebracht. Sind Z die als Un- 
»ekannle eingeführten Formänderungen, so ist 
sine beliebige Wirkungsgröße (Stabkraft, Mo- 
ment usw.), da Formänderung und Spannung 
'n linearer Beziehung zur Belastung stehen: 


+9 
(lierbei bedeuten, wenn die Stabkräfte 
Sind, das die gegenseilige Verschiebung 
‚weier Punkte a, oder die Verlängerung eines 
inzugedachten Stabes a—a, so die Stabkralt 


bei Lastangriff, wenn die fiktiven Stäbe die 
l.ängenänderung Null haben, S„ die Stabkraft 
infolge einer Verlängerung Eins des Stabes a—a 
usw. Sind die S Momente, so ist die Win- 
keländerung eines vom Punkle a ausgehend 
vedachten steifen Armes. Die & berechnet man 
aus der Bedingung, daß die Werte S für die 
hinzugefüsten Stäbe (oder Arme) gleich Null 
sind. Das Nullsetzen der »Ueberzähligen« er- 
hier ein »Hauptsystem«, das im allge- 
meinen von einem höheren Grad statischer 
Unbestimmtheit ist, als das zu untersuchende 
System. In manchen Fällen ist das Verfahren 
aber doch zweckmäßig. Man kann eine Ver- 
einfachung erzielen, wenn man nicht alle Glei- 
chungen auf einmal anschreibt, sondern slu- 
fenweise vorgeht und das System allmählich 
durch Stäbe erweitert. Die Berechnung von 
äumlichen Rahmentragwerken (S. 99 bis 118) 
läßt sich auf diese Weise, wie das Beispiel 
eines Pfahlrostes zeigt, auch praktisch er- 
lediven. J. Ratzersdorfer. 763 


Dr.-Ing. FERDINAND SCHLEICHER, Pri- 


valdozent an der Technischen Hochschule 


Karlsruhe. Kreisplatten auf elasti- 
scher Unterlage. Theorie  zentralsym- 


metrisch belasteter Kreisplatten und  Kreis- 
ringplatten auf elastisch nachgiebiger Unter- 
lage. Mit Anwendungen der Theorie auf die 
Berechnung von Kreisplattenfundamenten und 
die Einspannung in elastische Medien. Mit 
52 Textabbildungen. Verlag von Julius Sprin- 
ser, Berlin 1926. X — 1478. Preis 13.50M. 
seb. 15 M. 


Die in der Literatur übliche lineare Be- 
ziehung zwischen Bodenpressung und Einsen- 
kung wurde von K. Wieghardt einer Kritik 
unterworfen (Ueber den Balken auf elastischer 
Unterlage. Diese Zeitschrift 1922, S. 1655 —18#). 
Die Einsenkung an einer Stelle hängt nicht 
nur von der Pressung an dieser Stelle, sondern 
von der Gesamlheit aller Pressungen ab. Hier 
wurden die Rechnungen, da sie nur auf diese 
Weise wirklich durchführbar sind, wieder mil 
dem linearen Ansalz vorgenommen. Die Theo- 
rie der dünnen, zentralsymmetrisch belasteten 
Platten, die allein untersucht werden, ist so- 
weit gegeben, als sie für die weiteren Ent- 
wicklungen nolwendig ist. Eine große Anzahl 
von Belastungsfällen ist dann bei verschiede- 
nen Randbedingungen bis zu einer zahlen- 
mäßigen Behandlung durchgerechnet. Der 
Anhang (S. 105 bis 148) bringt eine Zusammen- 
stellung der Ergebnisse für freitragende dünne 
Kreisplatten und die erforderlichen Tabellen 
von Zylinderfunktionen, die wesentlich voll- 
ständiger sind als im  Tabellenwerk von 
Jahnke und Emde. Grundplatten, zylin- 
drische Behälter, Schornsteinfundamente aus 
Fisenbeton u. dergl.. die man nach diesen 
Verfahren rechnen soll, betrachtet man sons' 


on 


| 
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sewöhnlich als »sehr steif«, d.h. man nimmt 
einen entsprechend linear verteilten » Auftrieb 
an. Ist die Platte jedoch nicht sehr steif, 
so kann die keineswegs mühelose — Be- 
rechnung nach den vorliegenden Methoden 
durch einen wirtschaftlichen Vorteil belohnt 
werden. Der praklische Ingenieur nimmt in 
einem solchen Fall in der Regel mehr oder 
weniger unsichere Vorausselzungen mit in Kauf. 

J. Ratzersdorfer. 764 


Dr. phil. W. DAHLMANN, Dipl.-Ing., Do- 
zent an den Technischen Staatslehranstalten 
umd am Technischen Vorlesungswesen Ham- 


burg.  Testigkeit der Schiffe Mit 
1209 Abb. im Text und 28 Tabellen. Verlag von 


Iulius Springer, Berlin 1925. IV 196 8. 
Preis 1I1SM, geb. 19,50 M. 

Das richlige Erfassen des Kräftespiels in 
einer Konstruktion bringst immer auch eine 
Materialersparnis mit sich. Während im Bau- 
wesen die Berechnungen mil hoch entwickel- 
ten Methoden der Statik vorgenommen werden, 
hält man im Schiffbau heute noch vielfach 
an den empirischen Formeln und Faustregeln 
fest, die von den Klassifikationsgesellschaften 
als Bauvorschriften ausgegeben werden. Der 
Grund liest zum Teil darin, daß viele Festig- 
keilsaufgaben, infolge der hier auftretenden 
ıvnamischen Probleme sich schwer oder gar 
nicht exakt berechnen lassen. Das vorliegende 
Buch hat als Absicht ein Leitfaden für den 
Schiffbauingenieur zu sein und der Rechnung 
im Schiffbau mehr Geltung zu verschaffen. Es 
ist eine lestiskeilslehre, auf elementarer Basis, 
bei der eine Reihe von Anwendungen auf 
schiffbautechnische Fragen gegeben ist. In 
zwei Abschnitten (S. 1 bis 60) sind die Grund- 
lagen besprochen: Biegung des geraden und 
sebogenen Stabes, Knickfestigkeit, Hlestigkeit 
von Platten, genietete Träger. Der dritte und 
vierle Abschnitt behandeln die Längs- und 
QDuerfestigkeit der Schiffe Im letzten Ab- 
schnitt, der ein Drittel des Buches bildet, 
werden die KEinzelkonstruktionen untersucht: 
Schotte, Maschinenfundamente, Wellentunnels, 
Masten, Deckbalken und Unterzüge Die Ab- 
sicht des Verfassers scheint in günstiger Weise 
selöst zu sein. 

Breslau. J. Ratzersdorfer. 736 


Dr.-Ing. WAL’TER SCHILLING, Statik der 
Bodenkonstruktion der Schiffe. Mit 
64 Textabbildungen. Verlag von ‚Julius Sprin- 
ger, Berlin 1925. VI — 1858. Preis I5M, 
seb. 16,50 .M. 

Kennzeichnend für die Bodenkonstruktion der 
Schiffe ist das aus Längs- und Querträgern 
vebildete Trägernelz., Die L.ängsträger sind 
durchlaufende Balken, die auf den Querträgern 
elastisch gestützt und an den Enden (den 
Querschotlten) fest aufgelagert sind. Zur Ver- 
einfachung wird angenommen, daß der Ab- 
stand der Querträger unendlich klein ist, d.h. 
daß die elastischen Auflager durch eine gleich- 
mäßige elastische Stützung ersetzt werden und 
daß alle Querträger gleich ausgebildet sind. 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Meclı. 


Die Querlräger sind die untern Riegel von 
Rahmen, aus denen der Schiffskörper in der 
Querrichlung besteht. Aus der Bedingung, daß 
im Kreuzungspunkt der Längs- und Querstäbe 
von beiden Stäben aus berechnet gleiche 
Durchbiegung vorhanden ist, ergibt sich die 
l.ösung als eine bekannte inhomogene Diffe- 
rentialgleichung 4. Ordnung. Die vier Inte- 
sralionskonstanten werden aus den Randbe 
dingungen (der Längsträger) bestimmt und 
zwar hier für die Grenzwerte der Freiauf- 
lagerung und der vollkommenen Einspannung 
Der Verfasser untersucht dann die wich!igsten 
Arten der Bodenkonstruktion: die Fälle eines 
Mittelträgers allein, sowie mil 2, 4 und 6 
symmetrisch zur Mitte gelegenen Seitenträgern 
für die Belastungen, Wasserdruck, Einzellasten 
und Stützdruck im Dock. Die Rechnung ist 
bis zur Erreichung von Formeln durchge- 
führt, mit denen die Bodenuntersuchung be- 
quem erledigt werden kann. Drei vollständige 
Zahlenbeispiele erläutern die Durchführung der 
Berechnung. 

Breslau. J. Ratzersdorfer. 737 


JOHANNES SCHWENGLER, Oberingenieur. 
Der Bau der Starrluftschiffe Ein 
l.eilfaden für Konstrukteure und Staliker. Mit 
33 Textabbildungen. Verlag von Julius Springer, 
Berlin 1925. 998. Preis 4,80 M. 

Der Verfasser, ein Mitarbeiter der ehemaligen 
Abteilung Dornier beim Luftschiffbau Zep- 
pelin will mit diesem Buch einen Leitfaden 
für Berechnung und Konstruktion von Luft- 
schiffen geben. Im konstruktiven Teil werden 
statistische Daten über Zeppeline und Luft- 
schiffe Schülte-Lanz angeführt, hiernach 
der allgemeine Aufbau eines Luftschiffes be- 
schrieben. Das Traggerippe ist ein sogenanntes 
räumliches Flechtwerk. Es besteht aus Längs- 
trägern, die in der Mantelfläche verspann!t 
sind und aus hierzu senkrechten Ringen, mit 
denen eine Querverspannung verbunden ist. 
Konslruktionsdetails sind nicht vorhanden. Der 
dann folgende statische Teil ist aber auch für 
einen Leitfaden erstaunlich dürflig und primitiv 
gehalten. Später (auf S.83) findet man hier- 
für eine Erklärung. Nach Ansicht des Ver- 
fassers gehören nämlich »statische Berech- 
nungsmethoden selbstverständlich zum Ge- 
schäfts- bzw. Fabrikationsgeheimnis der Firma«. 
Das erinnert etwas an die Tabellen der Werte 
a:sina und a:tga, die während des Krieges 
von der Inspektion der Fliegertruppen aus- 
gerechnet und für geheim erklärt wurden). 
Am Schluß des Buches findet man noch einige 
Bemerkungen über Hallenbauten. 


Breslau. J. Ratzersdorfer. 738 


Dr. RICHARD VON MISES, Professor an 
der Universität Berlin. Fluglehre, Vorträge 
über Theorie und Berechnung der Flugzeuge 
in elementarer Darstellung. Dritte, stark er- 
weiterte Auflage. Mit 192 Textabbildungen. Ver- 
lag von Julius Springer, Berlin 1926. VI--321S. 
Preis 12,60M, geb. 13,50 


Band 7, Heft 2 


Aus der Einleitung.) »Die vorliegende dritte 
\uflage ist der zweiten gegenüber stark vermehrt. 
Neu aufgenommen wurde vor allem ein Kapitel 
ıber den motorlosen Flug, der in letzter Zeit 
so viel Interesse gefunden hat, und ein Ab- 
schnitt über die Berechnung der Gipfelhöhe 
und der Steigzeit. Etwas näher als früher ist 
„uf die verschiedenen Ausführungsformen und 
bauarten der Flugzeuge und Moloren einge- 
sangen worden und schließlich sind eine Reihe 
von Bemerkungen über den Luftverkehr und 
die wirtschaftliche Verwendung der Flugzeuge 
hinzugefügt. In diesen beiden Punkten noch 
weiter zu gehen, schien mir nicht gut mög- 
lich, ohne den ganzen Charakter des Buches 
zu verändern.« Mises. 784 


Prof. Dr. A. A. TSCHUPROW, Grund- 
besriffeund Grundprobleme derKor- 
relationstheorie. Verlag vonB.G. Teub- 
ner, Leipzig und Berlin 1925. VI--153S. 
Preis geh. 6,40 M, geb. SM. 

Dies Buch ist nicht zur Einführung in die 
orrelationstheorie oder als Lehrbuch 
dacht. Sein Zweck ist vielmehr, die logi- 
schen Grundlagen der zahlreichen Korrela- 
\ionsmethoden zusammenfassend darzustellen 
und dies bestimmt seine eiventümliche 
(sestalt. Die Technik der Korrelationstheorie 
wird zwar vorausgeselzt, aber die logische 
Analyse zwingt zu ihrer Darstellung, wenn 
auch nicht in systematischer Reihenfolge. Ein 
oroßer Teil der Formeln ist daher in einem 
\nhang untergebracht. Diese Einteilung ist 
unpraktisch, besonders da die Literatur erst 
ın einem weileren Anhang behandelt wird. 
ie wesentlich logische Fragestellung bringt 
„uch Beschränkungen des Inhalts mit sich: 
Die Korrelalion zwischen mehr als zwei Va- 
iablen, die scheinbaren Korrelationen und die 
horrelationsoberflächen sind nicht behandelt. 
\uch sind nur wenige praktische Beispiele ge- 
bracht, dafür interessante Reduktionen auf das 
U rnenschema. 

Das erste Kapitel zeigt, wie die nicht malhe- 
malischen Methoden in einem steligsen Ueber- 
„ang zur Korrelationstheorie und damit zur 
\usschaltung der zufälligen Schwankungen, zur 
\bschätzung der Zuverlässigkeit und zur prä- 
‚ısen Fassung des Urteils führen. Im 2. und 
>. Kapitel werden die Beziehungen zwischen 
em kausalen, dem funktionellen und dem sto- 
chastischen Zusammenhang geklärt. Man spricht 
von der stochastischen Verbundenheit einer stla- 
\istischen Variablen X mit einer anderen Y, wenn 
nach Festlegung von Y das X eine zufällige 
\ariable bleibt. Der funktionelle Zusammen- 
sang ıst umkehrbar, dagegen sind die beiden 
egressionsgleichungen auseinander nicht ab- 
eitbar, Im funktionellen Zusammenhang ste- 
ende, nicht zufällige Variable können durch 
it Beobachtungsfehlern versehene Messungen 
‘ıı stochastisch verbundenen Variablen werden. 
\Venn die mathematischen Erwartungen der 
"inen Variablen für feste Werte der andern 
eich den wahren Werten dieser Variablen 
'nd, dann gibt die Regressionsgleichung einen 
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funktionellen Zusammenhang. Es kann auch 
ein funktioneller Zusammenhang existieren, der 
aber durch die beiden Regressionsgleichungen 
nicht erfaßt wird: oder endlich es existiert 
kein funktioneller Zusammenhang. Dann sind 
die beiden Regressionsgleichungen der defini- 
tive Ausdruck der Verbundenheit. Bald ist 
also die  stochastische Verbundenheit ein 
Schleier, hinter dem der gesuchte funktionelle 
Zusammenhang versteckt ist, bald ist gerade 
die Erkenntnis der stochastischen Verbunden- 
heit unser Ziel. 


Is folgen die Definitionen der Unabhängig- 
keit, die in der Literatur meistens nicht ge- 
nügend klar auseinander gehalten sind. Die 
strengste lautet: Y ist stochastisch un- 
abhängig von X, wenn die Verteilungen von 
Y für alle Werte von X einander gleich sind. 
linger ist der Begriff des Nichtkorrelierl- 
seins: Y ist korreliert mit X, falls die ma- 
thematischen Erwartungen von Y für verschie- 
dene Werte von X verschieden sind. Aus der 
stochaslischen Unabhängigkeit folgt Fehlen der 
Korrelation, aber nicht umgekehrt. Die sto- 
chastische Unabhängigkeit ist eine symmelri- 
sche, das Nichtkorreliertsein eine unsymmelri- 
sche Beziehung zwischen den beiden Variablen. 
Hierfür wird ein interessantes Urnenbeispiel 
vegeben. Wenn X mit Y nicht korreliert ist, 
so ist der Korrelationskoeffizient null, aber 
nicht umgekehrt. 

Der Verfasser ist strenger Dualist. Auf der 
einen Seite stehen die empirischen, auf den 
andern, meistens unerkennbar, die apriorischen 
Größen. In den beiden zentralen Kapiteln 
werden daher die das apriorische Abhängig- 
keitsgesetz und die das empirische Material 
kennzeichnenden Maßzahlen vetrennt vonein- 
ander dargestellt. Dies hat den Vorzug logı- 
scher Klarheit, bringt aber Wiederholungen in 
den Formeln mit sich. Eine komplizierte Be- 
zeichnungsweise mit vielfachen Indices und 
Strichen läßt leider manche an sich einfache 
Formel unschön aussehen. 


In der L.iiteratur wird häufig die Regression 
ohne weiteres als linear angenommen. Dem- 
segenüber wird hier der Einfluß einer nicht 
linearen Regression scharf herausgearbeitet. 
Von den für das apriorische System gültigen 
Sätzen seien hervorgehoben: Falls die Re- 
oression linear ist, ist der Korrelationskoeffi- 
zient gleich der Korrelationsrate. Bei nicht ge- 
radliniger Regression ist der Koeffizient klei- 
ner. Bei nicht linearer Regression folgt aus 
dem Verschwinden des Korrelationskoeffizien- 
ten noch nicht, daß die Variablen unkorreliertl 
sind; wenn der Korrelationskoeffizient kleiner 
als Eins, kann ein funktioneller, nicht linearer 
Zusammenhang vorhanden sein. 

Auch wenn die empirische oder apriorische 
Korrelationsrate verschwindet, kann eine Kor- 
relation vorliegen. Der empirische Korrela- 
tionskoeffizient kann das empirische Korrela- 
tionsverhältnis nicht übersteigen. Der empiri- 
sche Korrelationskoeffizient kann auch unbe- 
stimmt werden, falls nämlich alle empirischen 
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Werte einer der Variablen zufällig einander 
sleich sind. 

Da wir über das apriorische Abhängigkeits- 
geselz nur in Ausnahmefällen verfügen, ist 
die Hauptaufgabe der Statistik, apriorische 
Größen auf Grund empirischer Werte abzu- 
schätzen. Hierzu bildet man eine Funktion der 
empirischen Werle derart, daß ihre mathema- 
lische Erwartung gleich dem apriorischen Wert 
ıst oder diesem Wert mit wachsender Zahl der 
Versuche asymplotisch zustrebt. Die so be- 
stimmten Größen werden als Präsumptivwerte 
bezeichnet. Sie sind auch zufällige Variable, 
werden also im Gegensatz zum Näherungswert 
dureh Berechnung einer größeren Anzahl von 
Dezimalen nicht verbessert, 

Bei der schwierigen Berechnung der mathe- 
matischen Erwarlung von Quotienten werden 
verschiedene Wege eingeschlagen. So werden 
die mittleren Fehler der mean square contin- 
geney, des Korrelationskoeffizienten, der bei- 
den Konstanten der Regressionsgleichung, des 
Korrelationsverhältnisses und der Abweichung 
seines Quadrates vom Quadrat des Korrela- 
tionskoeffizienten berechnet. Die apriorische 
mean square conlingeney wird durch ihren, 
empirischen Wert überschätzt, der Korrelations- 
koeffizient bei normaler Korrelation durch den 
empirischen Wert unterschätzt, bei nicht nor- 
maler Korrelation kann auch Ueberschätzung 
eintreten. Der systemalische Schätzungsfehler 
ist dann störend, wenn er von der Größenord- 
nung des mittleren Fehlers ist. Glücklicher- 
weise nehmen die systematischen Schältzungs- 
fehler mit zunehmender Versuchszahl rasch 
ab, Die übliche Praxis, sie zu vernachlässigen, 
ist also im allgemeinen zulässig. Bei der mean 
square conlingeneyv und bei kleinen Werten der 
Korrelationsrate und des Korrelationskoeffi- 
zienten ist jedoch Vorsicht geboten, weil hier 
der systematische Schätzungsfehler von der- 
selben Größenomlnung ist, wie der mittlere 
l“ehler. 

Bisher war vorausgesetzt, daß das Abhängig- 
keilsgesetz während der Versuche konstant 
bleibt, und daß die einzelnen Versuche mit- 
einander nicht verbunden sind. Um nachzu- 
weisen, daß beides zutrifft, wird im Anschluß 
an Lexis der Divergenzkoeffizient gebildet, des- 
sen Erwartungswert in diesem Valle gleich Eins 
ist. Wenn bei der Verbundenheit das Schema 
der nicht zurückgelegten Kugeln zutrifft, wird 
der systematische Schätzungsfehler und die 
Streuung des empirischen Korrelationskoeffi- 
zienten verkleinert, beim Schema der doppelt 
zurückgelegten Kugeln vergrößert. 

So werden die, allen statistisch arbeitenden 
Disziplinen gemeinsamen, logischen Vorfragen 
der Korrelationstheorie untersucht. Bei der 
Vielfältigkeit der hier üblichen Methoden war 
eine solche Klärung der logischen Voraus- 
setzungen, der Bedeutung der Begriffe und 
der Interpretation der Resultate dringend not- 
wendig. Darüber hinaus bietet das Buch eine 
Reihe schöner und neuer Ergebnisse. 


Heidelberg. E. J. Gumbel. 766 


Ztschr. f. anzew. 
Math. und ech 


FELIX AUERBACH, Das Zeisswerk un! 
die Carl-Zeiß-Stliflung in Jena. Ihre 
wissenschaftliche, technische und soziale Ent- 
wicklung und Bedeutung. Fünfte umgearbei- 
tete Auflage. Mit 252 Abb. im Text und einem 
Bildnis von Abbe, Verlag von Gustav Fischer, 
Jena 1925. 2588. Preis 6M; geb. SM. 

Eine Monographie über das Zeißwerk, die 
in gleich fesselnder Weise die Persönlichkeiten 
der Begründer wie die wissenschaftliche, tech- 
nische und organisatorische Entwicklung des 
Werkes schildert und würdigt. Das Büchlein, 
reich mit vortrefflichen Illustrationen ausge- 
stattet, verdient das Interesse weitester Kreise, 
nicht nur, weil es einen Einblick in die Lei- 
stungsfähigkeit eines der wichtigsten deutschen 
Industriezweige bietet. Anregung und Beispiel 
gibt vor allem die Darstellung der Versuche. 
verwaltungstechnische und soziale Probleme, 
wie sie im Rahmen dieser einzigarligen Schöp 
fung auftauchen, zu lösen. 

Berlin. G. Laskı. 795 


Dr.-Ing. RUDOLF KRAHMANN, Berlin. Die 
Anwendbarkeit der geophysikali- 
schen Lagerstättenuntersuchungs- 
verfahren, insbesondere der elektrischen 
und magnetischen Methoden. Abhandlungen 
zur praklischen Geologie und Bergwirtschafts 
lehre, Band 3. Verlag von Wilhelm Knapp. 
Ilalle 1926. 405. Preis brosch. 2,50 M. 

Der Hauptteil der Broschüre befaßt sich mit 
der Besprechung der Methode der elektrischen 
Aequipolentiallinien. Bei dieser Methode wirt 
im Erdboden ein elektrisches Stromlinienfeld 
künstlich erzeugt und aus den Abweichungen 
vom normalen Stromlinienverlauf auf abnor- 
male Werte der elektrischen Leitfähigkeit an 
den betreffenden Stellen geschlossen. Daß sich 
auf diese Art Erdöl nachweisen läßt, kann ich 
nicht glauben. Wenn z. B. die Stromlinien an 
einer bestimmten Stelle ausweichen und in der 
Umgebung sich zusammendrängen, so bedeute! 
das, daß die (mittlere) Leitfähigkeit an jener 
Stelle unternormal oder in der Umgebung 
übernormal ist. Das könnte durch das Vor 
handensein von Erdöl bedingt sein. Es könnte 
aber auch der Grundwasserspiegel an jener 
Stelle eine Mulde bilden. Oder es könnte der 
Salzgehalt des Wassers in der Umgebung gro- 
Ber sein. Oder es könnten Erze in der Um- 
sebung vorhanden sein. U.s.w. Ich glaube 
daher nicht, daß man sich auf diese Art in 
der außerordentlichen geologischen Mannigfa! 
tigkeit des Erdinnern zurechtfinden kann. 

Wien. Heinrich Löwy. 760 


Prof. Dr. techn. LUDWIG ECKHART, Pri- 
vatdozent an der Technischen Hochschule in 
Wien. Konstruktive Abbildungsver- 
fahren. Eine Einführung in die neueren 
Methoden der darstellenden Geometrie Mi! 
49 Abb. im Text. Verlag von Julius Springer 
\Wien 1926. 1198. Preis 5,40 M. 

Das Büchlein bringt vielleicht nicht gan: 
das, was man nach dem Titel erwarten könnte 
das mag daran liegen, daß das eigentliche Kon- 
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struktionsproblem gegenüber der analytischen 
Diskussion der behandelten Abbildungen etwas 
in den Hintergrund tritt. Der Verfasser geht 
von den analylischen Abbildungsgleichungen 
aus, kommt so zu den singulären Kollineatio- 
nen, die der klassischen Abbildung des Punktl- 
raumes zugrunde liegen, und zu der allge- 
meinsten linearen Abbildung des Strahlenrau- 
mes, aus der er durch Spezialisierung die 
Spurenabbildung gewinnt. Hierzu kann man 
einwenden, daß die Spurenabbildung sich in 
erster Linie als Abbildung des Ebenenraumes, 
als duales Gegenstück zur Zentralprojek- 
tion deuten läßt, und daß — falls man sie 
als Abbildung des Strahlenraumes betrachtet — 
auch die hierzu duale, ja ebenso wichlige For- 
mulierung erwähnt werden müßte In einem 
sehr hübsch geratenen Abschnitt wird die in 
der Praxis noch viel zu wenig angewandle 
darstellende Geometrie des n-dimensionalen 
Raumes behandelt Sehr zu begrüßen ist auch 
die knappe und übersichtliche Zusammenstel- 
lung der Ergebnisse der Zyklographie sowie 
einiger anderer nichtlinearer Abbildungen. Das 
Buch zeigt aber vor allem, daß die darstel- 
lende Geometrie, die an der Wiener Schule 
ja besonders gepflegt wird, wieder einmal 
»im Fluß« ist und auch dem reinen Mathe- 
maliker anregende Gedanken zu bringen ver- 
mag. 


Berlin. F. Relıbock. 746 


Ferner sind folgende Werke bei der Schrift- 
leitung eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


ROBERTFRICKE, Lehrbuchder Algebra, 
verfaßt mit Benutzung von Heinrich Webers 
zleichnamigem Buche. Erster Band. Allge- 
meine Theorie der algebraischen Gleichungen. 
Mit 4 in den Text gedruckten Figuren. Verlag 
von Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges., Braun- 
schweig 1924. VIII+ 4688. Preis geh. 12 M, 
geb. 14 ‚#. — Zweiter Band. Ausführungen 
über Gleichungen niederen Grades. Mit 33 in 
den Text gedruckten Figuren. Verlag von 
Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges., Braunschweig 
1926. VIII+418S. Preis geh. 15 M, geb. 18 M. 
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Proceedings of the optical Conven- 
tion 1926 Part I and II. PartI 512 pages; 
part II 578 pages. Published by the Optical 
Convention London, 1926. Price 3 £. 


Dipl.-Ing. H. CROSECK, Beiträge zur 
Theorie des Segelns auf Grund der neueren 
durch Versuche und Erfahrungen der Luftfahrt 
gewonnenen aerodynamischen Erkenntnisse 
über die Strömungsvorgänge an Flächen. Mit 
58 Abb. Verlag von Julius Springer, Berlin 
1925. 1V +69. Preis 4,80 M. 


F. H. van den DUNGEN, Cours de Tech- 
nique des Vibrations. Faseicule I. Tiges 
elastiques rectlignes.. 109 S. Fascicule I. 
Tiges elastiques rectilignes (Suite et Fin). 199 S. 
Editions de la Revue de l’Ecole Polytechnique 
1926. 


Dr. A. LANDE, a. 0. Frofessor an der Uni- 
vereität Tübingen. Die neuere Entwick- 
lung der Quantentheorie. Zweite völlig 
umgearbeitete Auflage. Mit 13 Abb. Wissen- 
schaftliche Forschungsberichte. Naturwissen- 
schaftliche Reihe herausgegeben von Dr. Ra- 
phael Ed. Liesegang, Frankfurt a.M. Band 5. 
Verlag von Theodor Steinkopff, Dresden und 
Leipzig 1926.° XI+180S. Preis geh. 12,00, 
geb. 13,20 M. 


Dr.-Ing. FRIEDRICH PROEGER, Diplom- 
Ingenieur. Die Getriebekinematik als 
Rüstzeug der Getriebedynamik. Mit 114 
Abb. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des 
Ingenieurwesens. Herausgegeben vom Verein 
deutscher Ingenieure. Heft 285. VDI.-Verlag 
G.m.b.H. 738. Preis 6,70 M. 


Mitteilungen des Hydraulischen Instituts-der 
Technischen Hochschule München. Heraus- 
gegeben vom Institutsvorstand Dr. THOMA, 
Dr.-Ing. o. Professor. Heft 1 mit 84 Abb. und 
einem Titelbild. Verlag von R. Oldenbourg, 
München u. Berlin 1926. 90 S. Preis 6,20 M. 


Dr. FRITZ WENNER, a. 0. Professor an der 
Technischen Hochschule Aachen. Praktische 
Rechenbildkunde (Nomographie). Mit 30 
Abb. Aachener Verlags- und Druckerei-Gesell- 
schaft 1926. VI-+78S. Preis 3,00 M. 


NACHRICHTEN 


Newton - Gauß - Gedenktage. In diesen 
Wochen werden in weiterer Oeffentlichkeit 
zwei Gedenktage gefeiert, an denen wir nicht 
sanz vorübergehen können, da sie der Erinne- 
rung an zwei der allerbedeutendsten Vertreter 
der angewandten Mathematik und Mechanik 
gelten, 

Am 31. März waren es 200 Jahre, seit in Lon- 
don Isaac Newton verschied, der wie ein 
Fürst seines Volkes geehrt, in der Westminster- 
Abtei bestattet wurde, Er ist, um nur das 
Wichtigste zu nennen, der Schöpfer der Mecha- 
nik materieller Punkte, der Entdecker des Gra- 
Vilalionsgesetzes, der Lichtbrechung und Far- 
benentstehung, der Schallfortpflanzung, einer 
der Begründer der Infinitesimalrechnung, der 


Erfinder des Spiegelteleskops. Außerordentlich 
viel von dem, was er zum ersten Mal lehrte, 
ist fast unverändert in den Elementen der heute 
gültigen Lehrgänge erhalten geblieben, wie elwäa 
die Bestimmung der Planetenbewegung; fast 
alles, was er geschaffen, auch seine lange 
Zeit hindurch abgelehnte Optik, hat zur Grund- 
lage weiteren fruchtbaren Ausbaus gedient. 
Diese Leistungen sind heute so bekannt, dab 
sie an dieser Stelle kaum erwähnt zu werden 
brauchen. 

Wenn wir in der weiten Perspeklive, die ein 
Zeilabstand zon zwei Jahrhunderten gewährt, 
die Geistesschöpfungen Newions ins Auge 
fassen, so hebt sich als die stärkste und nach- 
haltigste Wirkung diese ab: Newton hat mit 


— 
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seiner Mechanik das erste Beispiel einer Nalur- 
beschreibung gegeben, die die Form von Diffe- 
rentialgesetzen, mit der Zeit als unabhängig 
Veränderlicher, besitzt. ‚Bis in die zweite 
Ilälfte des 19. Jahrhunderts galt dies als das 
ausschließliche Vorbild für jede exakte Natur- 
wissenschaft. Die Höhepunkte der Differen- 
lialgte.chungs-Physik bezeichnen die Fresnel- 
sche Wellenlehre des Lichtes, die Maxwell- 
sche Theorie der Elektrizität und die Relativi- 
lätstheorie von Einstein. Dabei tut es nichts 
zur Sache, daß die Lehre von den Liichtwellen 
in bewußtem Gegensalz zuNewtons optischen 
Anschauungen aufgestellt wurde und die Re- 
lalivilätstheorie auf dem Boden der von Ernst 
Mach gegebenen Kritik der Grundlagen der 
Newtonschen »Principia« entstanden ist. Die 
deterministische Grundform, wonach aus An- 
fangsbedingungen einerseils und andrerseils aus 

Kraftgesetzen«, die nur der Bedingung dei 
linfachheit unterliesen, der zeitliche Ablauf 
einer Erscheinung eindeulig bestimmbar sein 
muß, diese sogenannte »kausalex Form der Be- 
schreibung, zeigt das Newtonsche Vorbild, 
dem man unverändert so lange Zeit hindurch 
velolgst ist. Erst vor etwa „0 Jahren traten 
die ersten Spuren einer anders gerichteten phy- 
sikalischen Auffassung hervor, und allmählich 
bevsinnt man, sich mit dem Gedanken vertraut 
zu machen. daß es neben dem weiten Gebiet, 
das einer »kausalen« Nalurbeschreibung zugäng- 
lieh ist, auch andere Erscheinungen gibt, denen 
eine  nicht-deterministische,. eine statistische 
Theorie angepaßt zu sein scheint. 

Am 30. April kehrt zum 150. Male der Tag 
wieder, an dem in Braunschweig Carl Fried- 
rich Gauß geboren wurde, den die Malhema- 
liker aller Länder als »Malthematicorum prin- 
ceps« verehren. Gauß hat die moderne Zah- 
lentheorie geschaffen, die Grundlagen der heu- 
liven Algebra gelegt, durch seine Untersuchun- 
sen über elliplische Funktionen der Analysis 
neue Weve erschlossen, die Gedankengänge der 
Niecht-Enklidischen Geomelrie vorbereitet. Aber 
von diesem Manne, der fur die reine Mathe- 
malik mehr geleistet hat als irgend einer vor 
oder nach ihm. durfte sein Freund Olbers 
mit Recht schreiben: »Für eine mathematische 
l.ehrstelle hal er eine ganz entschiedene Ab- 
neivung: sein Lieblingswunsch ist, Astronom 
bei irgend einer Sternwarle zu werden.« 

In der Tat weist alles darauf hin. daß Gauß 
Anlaß und Anregung zu seinen mathematischen 
Untersuchungen fast immer praktischen Auf- 
voaben entnahm. Die Bahnbestimmung des Pla- 
nelen Ceres, die Berechnung der Störungen der 
Pallas-Pahn waren die ersten, astronomischen 
Probleme, aus denen sich die Forschungs- 
arbeiten über die hypergeomelrische Reihe 
und die mechanische Quadralur entwickelten, 
Umfangreiche geodälische Aufnahmen, für die 
die Methoden und zum Teil die Instrumente 
neu zu schaffen waren. folgten: eine ihrer 
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lrüchte ist die Gaußsche Methode der klein- 
sten Quadrate, eine weitere, später ausgereifte 
liest in den Untersuchungen zur Flächentheorie. 
Der analvtischen Mechanik gab Gauß die 
Form des »Prinzips vom kleinsten Zwange« 
und schuf, in diesen Gedankengängen bleibend, 
die Theorie der Kapillarität, Im Verein mit 
Wilhelm Weber stelle Gauß eingehende 
Beobachtungen über den Erdmagnelismus an, 
die ihn zu einer allgemeinen Theorie der erd- 
magnelischen Erscheinungen, darüber hinaus 
zu Forschungen über Potentialkräfte allge- 
meiner Nalur führten. Am bekanntesten ist, 
daß er mit Weber zusammen den ersten elek- 
Iromagnelischen Telegraphen konstruierte, 
Wenn man heute nicht zögert, Gauß als 
schöpferische Kraft in eine Reihe mit Archi- 
medes und Newton zu slellen, so denkt 
man zumeist an die außerordentliche Vielseitig- 
keit seiner Leistungen, die auf jedem Gebiet 
zugleich in die Tiefe gehen. Fast noch bewun- 
dernswerlter erscheint die Einheit, zu der ihm 
bei jeder Aufgabe Theorie, numerische Durch- 
führung und Beobachlung zusammenwuchs. In 
dieser Hinsicht ist das neunzehnte Jahrhundert 
nicht sein Schüler gewesen, sondern hat sich 
dureh fortschreitende sachliche und methodi- 
sche Spezialisierung mehr und mehr von dem 
(außschen Vorbild entfernt. Die Mathema- 
liker werden sich der Einstellung, die Gauß 
den Anwendungen gegenüber besaß, wieder 
nähern müssen, wenn sie ihre Wissenschaft 
nicht allmählichem Verfall  entgegenführen 
wollen. Mises. 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Die diesjährige Hauptver- 
sammlung wird im Seplember in Kissingen 
stattfinden zugleich mit der Versammlung der 
Deutschen Mathematliker-Vereinigung, der Deul- 
schen Physikalischen Gesellschaft und der Ge- 
sellschaft für Technische Physik. Vortragsan- 
meldungen aus allen Fachgebieten, die die Ge- 
sellschaft pflegt, werden an den Geschäfts- 
führer Prof, Dr.v.Mises, Berlin NW 87, Sieg- 
mundshol 9 erbeten. 

Anfang Oktober wird im Rahmen der Werk- 
stofftagung, die in Berlin vom Verein deutscher 
Ingenieure in Verbindung mit mehreren ande- 
ren technischen Vereinigungen abgehalten wird, 
eine Fachsitzung der Gesellschaft stattfinden, 
in der Festigkeils- und Werkstoff-Fragen be- 
handelt werden sollen. Ilierzu liegen bereits 
eine Reihe von Vortragsanmeldungen vor, über 
die im nächsten Heft Näheres berichtet wer- 
den wird, 

Der Mitgliederstand hat Ende März zum 
ersten Mal die Zahl 300 überschritten. 783 


Persönliches. Der Privatdozent an der 
Universilät Wien, Ilerr Dr. Josef Lense ist 
zum außerordentlichen Professor der ange- 
wandten Mathematik an der Technischen 
IHlochschule in München ernannt worden. 


(Redaktionsschluß 9. April 1927.) 
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